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表面源激发的瑞利波传播特性分析 
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摘  要：自由状态下层状介质中平面瑞利波相速度与频率及层状介质特性参数有关，表面源激发的瑞利波以柱面波阵面传播，

传播速度不仅与频率有关，而且还与传播距离有关，这样，自由状态下层状介质中平面瑞利波传播特性理论不能有效地用于

激发瑞利波相速度分析。以薄层法得到的圆盘状表面垂直源激发瑞利波位移响应为基础，导出激发瑞利波相速度，比较激发

模态与简正模态相速度差异，分析激发模态空间特性，揭示这种空间特性形成机制。结果表明：源对激发模态传播影响距离

不超过一个波长，波场距源越近，激发模态竖直振动传播速度越低；在多模波场，激发模态间相长相干或相消相干导致表观

相速度具有较明显的空间特性。该研究可为发展考虑瑞利波频率及空间特性反演数学模型及算法提供指导。 
关  键  词：薄层法；主动源；瑞利波；频散特性；空间特性 
中图分类号：O 451            文献标识码：A          文章编号：1000－7598 (2017) 02－0325－09 
 
 

Analysis of propagation behavior of Rayleigh waves activated by surface sources 
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Abstract: In the free state, the phase velocity of the planar Rayleigh waves in layered media is related to the frequency and the 
material properties of media. Rayleigh waves activated by the surface sources propagate with cylindrical wave-fronts. The phase 
velocity is related to the travelling distance as well as the frequency. Thus, without taking the spatial behavior into consideration, the 
theory of the planar Rayleigh waves in layered media can not be appropriately applied to analyzing the propagation behavior of the 
activated Rayleigh waves. Based on the displacement of Rayleigh waves obtained by the thin layer method for the disk-like vertical 
surface sources, the phase velocities of the activated Rayleigh waves are derived. The difference between the activated and the 
normal Rayleigh waves is compared. The spatial behavior of activated modes is analyzed and its mechanism is investigated. The 
results show that the effect of sources on the spatial behavior of activated modes is confined within the wave field about one 
wavelength from the sources. The nearer the wave field is, the slower the phase velocity of vertical vibration is. In the wave field with 
multiple activated modes, the spatial behavior of apparent phase velocity is obvious due to the constructive and destructive 
interferences of these modes. The study results can provide some guidelines for developing new inverse mathematical models and 
algorithms which could include both the frequency behavior and the spatial behavior. 
Keywords: thin layer method; active source; Rayleigh waves; dispersion behavior; spatial behavior 
 

1  引  言 

自由状态下层状介质中瑞利波频率特性研究

常基于平面波阵面假设[14]，在这种假设下，瑞利波

各模态（称之简正模态）只与频率（波长）及介质

参数有关，不随传播距离变化。 

在表面波测试中，瑞利波场要通过各式各样的

源来激发，一般称自然微动（如风、波浪等）或背

景噪音（如人类各种自然活动）为被动源[57]，而激

发能量及频率成份可人为操控的各种源（如锤击、

落重、爆炸等）为主动源[8]。这两种不同形式源应

用范围不同。对被动源，由于源位置不确定，瑞利
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波传播方向不确定，一般要采用圆形测点布置来获

取频散数据。对自然微动或脉动，由于其频率很低，

频散主要反映数百米以下土层信息。在岩土工程或

工程地球物理勘探中，往往更关注数十米以内地质

分层信息。主动源可以将频率控制在数赫兹至数千

赫兹，成为工程勘探首选振源。在主动源激发的表

面波场，当波传播距离相对波长较小，源对波场影

响较大，一般称这个影响区域为近场[89]。源对近场

主要影响有：①表面波场含体波成分（包括直达体

波及层面反射波），由表面质点响应得到的频散数

据夹杂着体波影响，不完全对应于瑞利波频散数据；

②激发的瑞利波各模态（为了便于区别自由状态下

的简正模态，这里简称激发模态）以柱状波阵面由

振源往外传播，同时介质受外部荷载扰动，这种扰

动随传播距离增加而逐渐减小，激发模态传播特性

也会随传播距离变化，即激发模态不仅具有介质分

层导致的频散特性而且还具有随传播距离变化的空

间特性。这样，自由层状介质中瑞利波传播理论不

再适用于激发瑞利波分析[1011]。一些研究聚焦于体

波影响范围、程度以及消除这种影响测点布置及数

据筛选方法[1215]，但忽略了激发瑞利波与简正瑞利

波传播特性差异，空间特性易被误作频率特性，这

会导致土参数反演计算误差甚至错误。为了提高测

试频散数据的解释精度，针对激发瑞利波，需构建

同时考虑瑞利波频率特性及空间特性的反演模型及

算法。 
为了研究激发瑞利波传播特性，本文将层状半

无限体截断，在截断处施加刚性基，然后用薄层对

层状介质离散，由模态叠加法得到圆盘状竖直表面

源下层状介质瑞利波位移解，以此为基础导出激发

模态相速度表达式；分析激发模态与简正模态传播

特性间差异及这种差异形成机制；分析多模波场中

模态间相互作用以及其对表观相速度影响。 

2  简正模态传播特性薄层分析法 

自由层状介质中以平面瑞利波传播特性研究 

常采用传递矩阵方法。利用自由边界及半无限体远

处位移为 0 条件，由传递矩阵得到频率方程，对频

率方程进行根搜索，得到分析频率范围所有简正模

态频散曲线。然而，传递矩阵元素含与波数 k 及层

厚 d 有关的指数函数 exp( i )kd ，这种超越函数不 
利于矩阵运算及求解，求解时数值精度损失较    
大[34, 16]。刚度矩阵方法也是常用的一种分析方法，

相对于传递矩阵，总刚度矩阵是对称的，但矩阵元

素仍含波数的超越函数，矩阵运算及行列式求解繁

琐性、困难性没有根本改善。 
将分层介质离散成薄层单元，当薄层厚度相对

研究波长很小时（譬如 1/8～1/10 波长），如图 1 所

示，薄层内位移可以用薄层层面位移线性插值。利

用虚功原理，得到薄层刚度矩阵，矩阵元素是波数

的代数多项式，将波数从元素中分离出来，第 j 薄
层刚度矩阵可用波数二次多项式表示[1718]为 

2
j j j jk k  K A B C          （1） 

式中： 2
j j j C G M ， k 和 分别为波数及角频

率。若薄层位移矢量不是以薄层面位移排列，而是

以层自由度排列，即先层面水平位移后层面竖直位

移排列，第 j 层的子矩阵 j j jA B C、 、 元素如下，矩

阵元素仅是薄层材料特性及频率代数式。 
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式中： j 、 jh 、 j 及 j 分别为第 j 薄层密度、厚

度及拉梅常数。 

 

 
(a) 半无限体截断 

 

 
(b) 薄层单元 

图 1  层状半无限体离散 
Fig.1  Discretization of layered half spaces 

 

虽然薄层刚度矩阵具有波数二次多项式，但由

于薄层下方半无限体刚度矩阵元素含复杂的有理

式，总刚度矩阵仍不具有式（1）所示的简洁表达形

式。将底部半无限体分成 I 和 II 两部分，确保 I 厚
度相对波长较大，对 I 部分仍进行薄层离散。由于

表面源激发瑞利波能量在底部半无限体随深度快速

衰减，在 I、II 交界处趋于 0，在 I 与 II 交界处施加

人工刚性基不影响瑞利波传播特性及瑞利波响应，

此外，表面源激发的体波能量因几何扩散，在刚性

基位置很微弱，其反射波也很微弱，不影响表面波

场（或者近表面波场），此时，刚性基层状介质形

同于层状半无限体[1920]。由于刚性基位移为 0，删

去总刚矩阵中最后两行、列，总刚度矩阵可写成 
2
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式中： x z x z
   A A C C、 、 、 和 xz

B 为薄层相应子矩阵集

成。 
由式（7），自由状态下外力矢量与位移矢量关

系可改写为 
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式中水平及竖直位移矢量为 
T
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T
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式中：i 1  ；N 为薄层总数，层及层面编号见图

1。式（8）矩阵元素为代数，特征值及特征向量可

以用矩阵分解方法得到，譬如，QR 分解方法，从

而避免根搜索方法收敛性差问题[2123]。式（8）有

2N 特征值 21/ k ，共有 4N 波数，其中一半代表由中

心向外传播的前行波（沿 x 方向），另一半代表由

水平无穷远处向中心传播的反射波（沿 x 方向），

这部分波不需考虑。2N 模态中一部分模态位移幅值

在截断半无限体 I 不随深度衰减，到达刚性基之前

不趋于 0，但在刚性基处被截断，这些模态对应于

P-SV 体波，另一部分模态位移在截断半无限体中沿

深度衰减，在刚性基处趋于 0，它们对应于瑞利波

不同模态，根据这一特点，筛选出与瑞利波对应的

波数，由波数可得到相速度，由相应特征向量得到

水平及竖直模态形状。 
分层介质中瑞利波模态数量与频率及分层介

质特性参数有关，简谐荷载下层状介质瑞利波响应

由这些模态响应叠加而成，而体波分量可看作由无

穷多个 P-SV 波模态响应叠加。当分层介质被离散

成薄层后，无穷多自由度变成有限个自由度。按前

面所述的刚性基设置及薄层离散原则，可确保瑞利

波模态数量及传播特性受离散化影响很小，但对体

波分量，无穷多 P-SV 模态用数量有限 P-SV 模态代

替，会引入截断误差，离刚性基越近，误差越大，

但对近表面波场，如前所述，截断误差可以忽略。 
薄层法仅在深度方向对层状介质离散，保持了

波在水平传播方向连续性，特别适合瑞利波传播特

性及动力响应研究。相对全离散的有限元方法，这

种半离散的方法具有较高的计算效率及精度。 
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3 表面主动源激发瑞利波波场 

主动源激发的表面波场如图 2 所示。 
 

半无限体

振源 直达波
层面反射波 瑞利波 拾振器

竖直位移分布

近场 远场

半无限体

振源 直达波
层面反射波 瑞利波 拾振器

竖直位移分布

近场 远场

 
图 2  层状介质中表面源激发的波场 

Fig.2  Wave fields activated by surface sources 
 in layered media 

 
按第 2 节方法对分层介质薄层离散后，利用模

态叠加法，可以得到表面主动源激发波位移响应，

这里只考虑波场中瑞利波成份。对幅值为 q 作用于

半径 R 的圆形区域表面竖直向简谐荷载，距源中心

r 处第 n 个薄层面竖直向及径向瑞利波位移为[18] 
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≥

 

（10） 
式中： ( )M  为瑞利波简正模态数量； mk 为第 m 阶

简正模态波数； nm
x 和 nm

z 分别为第 m 阶模态水平

向及竖直向标准化振型（即位移随深度变化）在第

n薄层面的值； 1( )mJ k R 为第 1阶第 1类Bessel函数；
(2) ( )j mH k r  ( 0,1j  )为第 j 阶第 2 类 Hankel 函数： 

(2) ( ) ( ) i ( )j m j m j mH k r J k r Y k r      （11） 

式中： ( )j mJ k r 及 ( )j mY k r 分别为第 j 阶第 1 类和第 2
类 Bessel 函数。 

由式（10）、（11）可知，瑞利波响应可分成实

部 RA 和虚部 IA 两部分[1011]，相位谱为 

I R( , ) arctan( / )r A A          （12） 

瑞利波模态相互叠加后表观相速度可从相位谱得到 

/c
r



    

             （13） 

由于表面波场存在直达波及分层界面处反射

体波，瑞利波场会受到这些波干扰。用实部及虚部

增量 RΔA 及 IΔA 表示体波对瑞利波波场扰动，扰动

后相位谱可写为 

I I R Rˆ( , ) arctan[( Δ ) / ( Δ )r A A A A      （14） 

这样，由式（13）计算的相速度也会发生扰动。

均匀半无限体中瑞利波只有一个模态，简正瑞利波

相速度不随频率变化，以此为例来分析体波对计算

相速度扰动程度。图 3 为某一时刻表面荷载激发波

场质点速度矢量幅值等值线图，可以看出沿表面传

播的波除了有瑞利波外还有直达体波或擦射波。在

直达体波干扰下，由表面响应相位谱计算的相速度

会发生扰动，不同泊松比情况下计算的无量纲相速

度 / Rc c 随无量纲传播距离 / Rr  的变化如图 4 所示，

图中 Rc 和 R 分别为半无限体中简正瑞利波相速度

及波长，实线对应于无体波干扰的激发瑞利波相速

度。由图可以看出相速度计算值出现振荡，这是由

于直达体波在不同位置与瑞利波相长相干或相消相

干所致。表面波场中直达体波与瑞利波竖直向质点

速度如图 5 所示，虽然直达体波相对于瑞利波能量

很小，但其对质点振动相位扰动较大，由式（14）
计算相速度扰动也较大。泊松比越大，表面波场中

直达波能量越大，振荡越明显。由于直达体波几何

衰减快于瑞利波，对相速度扰动程度随传播距离增

加逐渐递减。至于分层介质，表面波场不仅受直达

波影响，而且还受层面反射波干扰，直达波及层面

反射波在表面波场能量与分层剖面刚度、厚度有  
关[10]。要降低直达波及层面反射波干扰影响需对计

算相速度进行筛选[15]。 
 

 
直达或擦射P波

S波

首波或Von Schmit波

P波

瑞利波 直达或擦射P波

S波

首波或Von Schmit波

P波

瑞利波

 
图 3  半无限体中表面源激发波场质点速度幅值等值线图 
Fig.3  Contour image of amplitudes of particle velocities  

of waves activated by the surface source 
in a homogenous half space  

振源 
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图 4  半无限体中直达体波对计算相速度扰动 

Fig.4  Computed phase velocities disturbed by direct body 
waves in homogenous half spaces 

 

 
图 5  半无限体中瑞利波与直达波竖直向质点速度 

Fig.5  Vertical particle velocities of Rayleigh waves and 
direct body waves in homogenous half spaces  

 

对时间-空间域波场质点响应作傅里叶变换得

到频率-波数域振幅谱，不同能量极值迹线对应不同

激发模态[2426]。由于直达体波及分层反射体波与瑞

利波传播特性不同，在频率-波数域体波与瑞利波能

量极值迹线不同，两者易于区别、分离，由瑞利波

迹线对应的频率和波数可得瑞利波相速度。相对于

以上由表面质点振动相位分析，对频率-波数域能量

分析可以有效降低体波干扰。 

4  激发瑞利波传播特性 

4.1  表观相速度 
取 n=1，由式（10）得到瑞利波竖直向表面位

移。由于材料阻尼对瑞利波相速度影响很小[11]，当

不考虑材料阻尼时，波数及模态振型 1m
z 是实数。

将位移用实部及虚部表示，由式（12）得到相位角，

利用 Bessel 及 Hankel 函数一些性质，由式（13）可

得多模波场表观相速度[10, 22]为 

0 0 0 0
1 1

1
0 1 0 1

1 1

ˆ [ ( ) ( ) ( ) ( )]
( , )

ˆ [ ( ) ( ) ( ) ( )]

M M

lm l m l m
l m

z M M

lm m l m l m
l m

B Y k r Y k r J k r J k r
c r

B c Y k r J k r J k r Y k r
  



 









 

（15） 

式中： 1 1 2 1
1 1

ˆ ( ) ( ) ( ) ( )l m
lm z z l m l mB k k J k R J k R   ； mc 为 

第 m 阶简正模态相速度； lk 和 mk 分别为第 l 阶和第

m 阶简正模态波数。 

在远场，即 / 1mr   ，这里 m 为第 m 阶简正

模态波长， ( )j mJ k r 及 ( )j mY k r  ( j   0, 1)近似表达

式为 

2( ) cos  
4 2

2( ) sin
4 2

j m m
m

j m m
m

jJ k r k r
k r

jY k r k r
k r

         

         

  （16） 

这样，在远场，式（15）可进一步简化为 

1 1

1 1

cos[( ) ]
( , )

cos[( ) ]

M M

lm l m
l m

z M M

lm m l m
l m

B k k r
c r

B k k k r


  

 


 






 

1 1

1

1 1

cos[( ) ]

cos[( ) ]

M M

lm l m
l m

M M

lm m l m
l m

B k k r

B c k k r

 



 








     （17） 

式中： 1/ 2 ˆ( )lm l m lmB k k B ； ( )l mk k r 表示在距源中

心 r 处第 l 阶和第 m 阶模态间相位差，当

( )l mk k r  n ( 0,1,2,n   ), cos[( ) ]l mk k r   
1 ，两模态相长或相消相干。因此，式（17）揭示

了模态相互作用对表观相速度的影响。 
4.2  激发模态相速度 

由式（10）可以看出，瑞利波响应是由各模态

叠加而成，模态传播特性互不影响，取其中任一模

态 m 分析具有普遍性。由式（15）可得到第 m 阶

激发模态竖直向质点振动传播速度为 

, ( , ) ( )z m m mc r k r c          （18） 

式中： ( )mk r 为激发模态空间特性系数。 

2 2
0 0

0 1 0 1

[ ( )] [ ( )]( )
[ ( ) ( ) ( ) ( )]

m m
m

m m m m

Y k r J k rk r
Y k r J k r J k r Y k r







 （19） 

由式（19）可得激发模态相速度与简正模态相

速度比值随无量纲传播距离变化，见图 6，图中小

图为一个波长距离内激发模态相速度变化，由图可

以看出，源对激发瑞利波传播特性影响距离不超过

一个波长，距源越近，激发瑞利波竖直向质点振动

传播速度越低。 
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图 6  瑞利波激发模态空间特性 

Fig.6  Spatial behavior of activated modes of Rayleigh waves 

5  激发瑞利波空间特性分析 

5.1  激发模态 
为了便于与简正瑞利波传播比较，将 Bessel 函

数分解为远场量及增量两部分 

2( ) cos Δ ( )
4 2

2( ) sin Δ ( )
4 2

j m m j m
m

j m m j m
m

jJ k r k r J k r
k r

jY k r k r Y k r
k r

          

          

（20） 

( )j mJ k r 和 ( )j mY k r  ( j  1, 2)随无量纲传播距离

变化分别如图 7(a)和 7(b)所示。 

 

 
        (a) 0 1( ), ( )m mJ k r J k r   

 

 
       (b) 0 1( ), ( )m mY k r Y k r   

图 7  第 1和第 2类贝塞尔函数增量随无量纲传播距离变化 
Fig.7  Variations of increments of the first and the second 

Bessel functions with dimensionless distance 
根据式（20），式（10）竖直向及径向位移的

实部可改写为 

0

0

( , ) ( , )Re[ ( , )]

( , ) ( , )Re[ ( , )]

nm nmnm
z zz

nm nmnm
r rr

u r u ru r

u r u ru r

 

 

  


 

 
    （21） 

式中： nm
zu 、 nm

ru 、 0
nm
zu 和 0

nm
ru 分别为 

2( ) cos[( )]
4

2( ) sin[( )]
4

nm nm
z z m

m

nm nm
r r m

m

u U k r
k r

u U k r
k r






   




    





（22） 

0 0
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
   
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

  
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    （23） 

这里 

2
1

1

( ) ( ) ( ) /
2

( ) ( ) /
2

nm nm
z z m m

nm nm nm
r x z m m

q RU J k R k

q RU J k R k

 

  

  
  





 （24） 

由 nm
zu 和 nm

ru 可得 

2 2

2 2

2 2
1

( ) ( )

nm nmm m
z r

nm nm
z r

k r k ru u

U U

    
   
    

 

 
     （25） 

其对应的质点轨迹为后退椭圆，质点振动几何衰减

为
2/1r ，传播特性与平面简正波相同，这里称之为

柱面简正波。由式（21）可知，激发瑞利波总位移

是在柱面简正波位移基础上叠加 0
nm
zu 与 0

nm
ru ，相当于

柱面简正波的位移发生偏移，或者说柱面简正波位

移受外部变形发生扰动。由式（23）、（24）可知，

偏移位移 0
nm
zu 与 0

nm
ru 与简正瑞利波模态形状 nm

z 和
nm
x 有关。若把激发瑞利波位移看作这两种振动叠

加，激发瑞利波相速度也是一种表观相速度。由于

偏移位移随传播距离变化，表观相速度具有空间特

性。由图 7 可知，随着 mr / 增加， 0 0Y  ，

1 0Y  ，由式（23）可知 0 0nm
zu  ， 0 0nm

ru  ，激

发模态表观相速度趋于简正模态相速度。 
5.2  多模波场表观相速度 

层状介质中瑞利波波场有多个模态，这些模态

在波场中能量分配及传播速度不同，由源向外传播

过程中，或相长相干或相消相干。假设模态 1 和模

态 2 分别以相速度 c1 和 c2传播，不同位置两模态
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叠加后质点振动如图 8 中实线所示，叠加波表观相

速度不同于模态相速度 c1 和 c2。多模波场中表观

相速度不仅与模态传播特性有关而且还与模态间相

互叠加有关。相较于源对激发模态的影响主要在一

个波长范围内，表观相速度空间特性甚至覆盖整个

分析波场。表 1 给出 3 种典型分层土性参数[7]。对

情形 I，分层剪切波速随层深度递增，前几阶简正

模态的频散曲线及由式（15）计算的距源中心 r  1、
5 m 处的表观相速度见图 9(a)。对这种情形，在分

析频率范围内，虽然有多个模态，由于基阶模态（即

模态 1）起主导作用，在大部分频率范围表观相速

度与基阶简正模态频散接近。在低频处(小于 5 Hz)，
只有基阶模态存在，表观相速度就是基阶激发模态

相速度。由于激发模态空间特性在低频处明显（见

图 6），它们与基阶简正模态相速度差别较大。对

浅部夹杂软弱层的情形 II，不同频率范围，波场由

不同模态主导或数个模态共同作用，这种情况下，

激发模态间干涉强烈，表观相速度的空间特性明显，

r  1、5 m 处表观相速度差别较大，表观相速度不

同于其中任一简正模态频散，见图 9(b)。对浅部夹

杂硬层情形 III，基阶模态在大部分频率区域能量较

大，但在低频区域（10～20 Hz），高阶模态发挥较

大的作用，可以看出在这段频率区域，表观相速度

与基阶模态区别较明显，见图 9(c)。 

 

 
图 8  多模波场模态相速度与表观相速度 

Fig.8  Apparent phase velocity and phase velocities of 
modes for wave fields with multiple modes 

 
表 1  3 种典型层状介质土性参数 

Table 1  Soil properties for three typical layered media 

层号 

剪切波速 

/ (m/s) 
厚度 

/ m 
泊松比 

密度 

/ (g/cm3) 
情形 I 情形 II 情形 III 

1 80 180 80 2 0.35 1.8 

2 120 120 180 4 0.35 1.8 

3 180 180 120 8 0.35 1.8 

4 360 360 360 ∞ 0.35 1.8 

 
       (a) 情形 I 

 

 
    (b) 情形 II 

 

 
       (c) 情形 III 

图 9  r = 1、5 m 处表观相速度及前几阶简正模态频散 
Fig.9  Apparent phase velocity curves at positions  

of r =1 m and r =5 m and dispersion curves  
of the first several normal modes 

7  结  论 

（1）表面源激发波场中直达体波及层交界面反

射体波对瑞利波相位谱干扰较大，但在频率-波数

域，由于体波与瑞利波传播特性不同，能量迹线不

同，易于得到激发瑞利波频散数据。 
（2）瑞利波激发模态具有与频率有关的频率特

性，这种特性与简正模态相同，同时还具有与传播

距离有关的空间特性。 
（3）激发模态振动可认为由柱面简正波振动及

偏移振动叠加，前者与平面简正波传播特性相同，

后者与外部荷载对介质扰动有关，随着传播距离增

加，偏移振动减小，激发模态与简正模态传播特性
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趋于一致。 

（4）源对激发模态影响距离一般不超过一个波

长，距源越近，竖直向振动传播速度越低。 
（5）多模波场中不同模态在不同位置相长相干

或相消相干会影响表观相速度空间特性。对层剪切

波速随层深度递增场地，基阶模态主导波场，在距

源较远处，表观相速度空间特性不明显。在多个高

阶模态共同主导的波场或不同频率域主导波场的模

态不同情况下，表观相速度空间特性明显。 
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