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裂纹扩展和连接过程的近场动力学数值模拟 

谷新保 1, 2，周小平 1 
（1.重庆大学 土木工程学院，重庆 400015；2.四川理工学院 土木工程学院，四川 自贡 643000） 

 

摘  要：利用传统应变能密度与近场动力学的应变能密度相等以及近场动力学的基本方程，推导了以状态为基础的近场动力

学基本方程。引入损伤理论，对以状态为基础的近场动力学基本方程进行离散化，编制了近场动力学数值分析程序。利用近

场动力学理论对经典的带孔单侧拉伸板破裂过程及双向拉伸状态下岩石裂纹扩展和连接过程进行了数值模拟，并与 RFPA2D

数值结果进行了对比分析。结果表明，以状态为基础的近场动力学理论不仅突破了以键为基础的近场动力学理论恒定泊松比

的限制，而且不需要借助任何外部断裂准则就能很好地模拟裂纹的扩展和连接过程，相对于其他的数值模拟方法具有很大的

优势，同时也给裂纹的扩展和连接的数值模拟提供了更好的思路。 
关  键  词：近场动力学理论；裂纹扩展和连接；数值模拟 
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Numerical simulation of propagation and coalescence  
of cracks using peridynamic theory 

 
GU Xin-bao1, 2,  ZHOU Xiao-ping1 

(1. College of Civil Engineering, Chongqing University, Chongqing 400015, China;  
2. School of Civil Engineering, Sichuan University of Science & Engineering, Zigong, Sichuan 643000, China) 

 

Abstract: A fundamental equation of state-based peridynamic theory is derived firstly from equating the traditional strain energy 
density to peridynamic ones and using the peridynamic fundamental equation. This paper introduces the damage theory to the 
fundamental equation of state-based peridynamic theory, and discretizes the fundamental equation, and then develops a corresponding 
peridynamic numerical program. Then classical fracture process of a single side tensional plate with a circle hole and the propagation 
and coalescence of cracks in rock under biaxial tensile stress are simulated using the theory. Numerical results from state-based 
peridynamic theory are in good agreement with those from RFPA2D. The results indicate that the state-based peridynamic theory not 
only breaks through the limitation of constant Poisson’s ratio on bond-based peridynamic theory, but also efficiently simulates the 
propagation and coalescence of cracks without any external fracture criterion. Therefore, the state-based peridynamic theory has great 
advantage over other numerical methods, and it can also provide a better understanding of propagation and coalescence of cracks. 
Keywords: peridynaimc theory; propagation and coalescence of cracks; numerical simulation 
 

1  引  言 

固体材料的破裂问题一直是研究的热点[12]，而

裂纹的起裂、扩展和连接是研究的难点。很多方法

可以研究裂纹的扩展和连接问题，传统的有限元方

法首先被用来分析裂纹问题[3]，但由于裂纹尖端应

力的奇异性，裂纹起裂和扩展必须通过引入外部断

裂准则来判断，而且裂纹的成核问题一直未得到解

决[4]。为了解决上述困难，在传统有限元基础上，

提出了扩展有限元理论[5]，它允许裂纹沿着单元内

部的任何位置起裂，而不仅仅在单元的边界起裂，

因此，扩展有限元已经成功解决了许多裂纹问题。
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然而，当位移不连续时，扩展有限元仍然需要引入

外部准则，而且在解决三维裂纹问题时遇到了一系

列困难。为了解决三维裂纹问题，研究者们提出了

无网格法[6]，例如光滑粒子流体动力学能模拟裂纹

扩展问题，但它遇到了拉伸不稳定性问题[7]；分子

动力学也被应用于模拟裂纹问题，但它存在计算时

间长，计算效率低的问题[8]。为了克服以上缺点，

近场动力学理论(peridynamic)被引入模拟裂纹问

题，它是一种基于非局部思想建立的数值计算模型，

不需要对位移进行微分，通过求解空间积分方程来

描述物质点力的一种数值方法[9]，因此，它既适用

于连续性问题也适用于不连续问题[10]，同时不需要

借助外部准则，突破了传统数值方法在模拟裂纹时

存在裂纹尖端奇异性问题。近场动力学兼有无网格

法和分子动力学的优点，但又避免了分子动力学方

法计算尺度上的局限，因此，该方法在模拟裂纹扩

展问题时具有很大的优势。 
近场动力学模型基本表达式为 

        , , d ,Hx u x t f x x H b x t      u u  （1） 

式中：H 为 x 的邻域； u 为物质点 x的位移矢量；

u 为物质点 x 的位移矢量；b 为被施加的外力体密

度； 为物质点密度； f 为邻域内两个物质点的对

点力。 
近场动力学理论又分为以键为基础的近场动

力学和状态为基础的近场动力学；但以键为基础的

近场动力学理论由于过度简化，存在泊松比必须等

于 1/3，这使它的应用受到限制；而以普通状态为

基础的近场动力学则克服了这个限制。本文主要介

绍以普通状态为基础的近场动力学线弹性理论

（LPS），推导了平面应变的近场动力学理论，并

对推导出的基本方程进行了离散化，然后通过程序

实现该算法，最后通过实例分析证明了状态为基础

的近场动力学线弹性理论能很好地模拟裂纹。 

2  以普通状态为基础的近场动力学
理论 

2.1  传统的应变能密度理论 
在传统的连续介质力学里，线弹性能量密度被

分为两部分，一部分为体积能量密度，一部分为变

形能量密度，其表达式为[11] 
2

d dd
2 ij ij
k VW G

V
   
 

           （2） 

式中： k 、G 分别为体积模量和剪切模量；
dV
V

为

体积膨胀率； d
ij 为偏应变张量的分量；W 为应变能

密度。 
根据连续介质力学可知，平面应变条件下 z 轴

方向的应变为 0，即 0zz  ，应力、应变表达式为 

0
0

0 0

xx xy

yx yy

zz

 
  



 
   
  

          （3） 

0
0

0 0 0

xx xy

yx yy

 
  

 
   
  

          （4） 

平面应变的体积膨胀率表达式为 
d

xx yy zz xx yy
V

V
               （5） 

d d

d d d

d

0
1 d 0
3

0 0

xx xy
i

yx yy

zz

V
V

 
     



 
             

I   （6） 

式中： I 为单位张量。 

 d 1 2
3xx xx yy               （7） 

 d d 1
3xy yx xy xx yy              （8） 

d 1 d 1 d0
3 3

i
zz zz zz

V V
V V

       
 

       （9） 

将式（9）代入式（2），可得 
2

d d

, ,

d
2 9 ij ij

i j x y

k G VW G
V 

      
  

      （10） 

2.2  近场动力学应变能密度理论 
对于近场动力学理论，其应变能表达式为[12] 

   
2

d d d,
2 2

kW e e e 
 


        （11） 

式中： 、k为待求参数；为影响函数，其表达

式为 
1

 


               （12） 

式中： x x  为点 x 和 x的相对位置矢量。 
de 为伸长状态的偏张量，其表达式为 

d d d
, 1,2

1 1
ij i j ij i ji je        

 
  （13） 

 为体积膨胀率，其表达式为 

2 x e
m


 

              （14） 

式中： x 为参考位置标量状态场； e为键的伸长状



  612                                       岩    土    力    学                                   2017 年 

 

态；m 为加权体积标量，其表达式为 
 2 3
 0

d 2 d
H

m x x r r V h r r r        （15） 

式中： h为厚度。 
由式（15）可得 

 3
 0

d
2
mh r r r 
          （16） 

由式（11）中等式右边的第 2 项可得 

 

   

           

     

d d d
, ,

2 4d d
, , 2

2 2 24 2 2d d d d

2 33d d d d

1
2 2

1 d
2

4 2

4 4 d

ij i ji j x y
H

ij i j xx xi j x y
H

xx x xy x y xx yy x

y xx xy x y yy xy y x

e e

V

V

 
     



     

       

        





 
   

 

 
    

 

 

  



 

 



   

（17） 
对式（17）进行极坐标变换，可得 cosx r  ，

siny r  。由于积分域的对称性，可得式（17）
中 的奇次项为 0，仅剩下偶次项。根据式（17）
可知： 

   44
2 2

2
4 4

2
0 0

2
3 4

0 0

d d

cos d d

3d cos d
8

x y
H H

V V

r hr r
r

h r r r m





   
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 
 

  





 





 

 

 

 

   （18） 

   22
2

2
4 2 2

2
0 0

2
3 2 2

0 0

d

cos sin d d

1d cos sin d
8

x y
H

V

r
r hr r

r

h r r r m





 
 


  

   













 

 



    （19） 

式中： 为物质点 x 影响域的域半径。 
将式（18）、（19）代入式（13），可得 

   2d d d d
, , ,2 2 4 8

d
ij ij iii j x y i x y

m me e 
    

    
   

（20） 
根据 d d d 0xx yy zz     ，由式（20）可得 

   2d d d d d
, ,2 16 8zz ij iji j x y

m me e  
       （21） 

将式（21）代入式（11），可得 

   
2

2d d d d
, ,

d,
2 16 8zz ij iji j x y
k V m mW e

V
 

   

     
 

  

（22） 
根据式（22）等于式（10），可得 

8 ,  
9

G Gk k
m

              （23） 

2.3  以状态为基础的近场动力学基本方程 
根据以普通状态为基础近场动力学的模型[13]，

可知普通状态为基础的近场动力学的对点力矢量可

表示为 
0T t M               （24） 

式中：M 为沿着变形键方向的单位矢量；T 为力矢

量状态； t 为标量力状态。对于普通状态为基础的

近场动力学模型，力矢量平行于键矢量。 
能量密度W 关于伸长状态量 e 的佛汝德导数

为[14] 

    dd
eW k e e e             （25） 

式中： e 为关于伸长状态量 e的佛汝德导数，其

表达式为 

2e
x

m


              （26） 

de 为关于偏伸长状态
de 的佛汝德导数，其表达式

为 

 d d

3 3 e
x xe e e e e

           （27） 

将式（26）、（27）代入式（25），可得 

   d d

0

2
3

  

xW k e x e e
m

t e

 
   

         
  



 


 

（28） 
由式（28）可得 

   0 d d2
3

xt k e x e
m

 
       

 
   （29） 

由式（27）、（15）可得 

     

 

d

3 3

    
3 2 3 6

xe x e x e x x x

m m m me x

    

   


        
  

   

   


 

（30） 
将式（30）代入式（29），可得 

 0 322
9

xt k G e
m


      
 

    （31） 

普通状态为基础的近场动力学的对点力可表示为 
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              
           
0

0

, ,

    , ,

k j k j j k j k

j k k j k j

f t u u x x t

t u u x x t

   

 
  （32） 

式中：            0 , ,k j j k j kt u u x x t  和       0 ,j k k jt u u  

    ,k jx x t 分别为物质点位置  kx 和  jx 的力密度

矢量状态场；            , ,k j j k j kf u u x x t  为物质点

 kx 和  jx 的对点力函数。 

将式（23）、（31）代入式（32），可得 

  
 

 

 

 

   

302
9

    8

i j
k j

i j

i j

Gf k
m m

Ge
m m

 
 

 

 

 

          
 
 
 
 

 （33） 

将式（33）代入近场动力学基本方程，可得普

通状态为基础的近场动力学基本方程表达式为 

     

 

 

 

30, 2
9

i j

H i j

Gx u x t k x
m m

 
   

            
  

   
 8 d ,

i j

Ge H b x t
m m
  

 
  

  
  （34） 

2.4  普通状态为基础的近场动力学损伤理论 
为了模拟裂纹，引入变量  ，它被称为任何 

键 的损伤标量态，它的取值范围为0 1 ≤ ≤ 。

当它取 0 时表示无损伤的键，当它取 1 时表示完全

破裂的键。  ,e  为损伤自由能函数，其表达式    
为[1516] 

   , 1e W e              （35） 

 ,t e  为由损伤自由能函数获得的力标量状态，其

表达式为 

   , ,et e e             （36） 

式中：  ,e e  为  ,e  关于 e的佛汝德导数。 
由式（36）求解可得 

     0, 1 1t e t e              （37） 

同理，由式（14）可得 

   2 1
1

x e
e

m

 
 

     


      （38） 

偏伸长状态 de 可表达为 

 d 1 ie e e              （39） 

从式（37）可知，当 1  时，  , 0t e   ，这与

实际相符。从式（39）可知，对任何破裂键 都有
de

不为 0。由式（24）、（31）、（37）可得 

 ,T t e M            （40） 

   

 

30, 1 2
9

8 1
3

G xt e k
m

G xe
m

  

 


     
 

     

    （41） 

为了模拟裂纹，引入键伸长率 s，其表达式为 

es
 

 
  

 
         （42） 

式中：当 0s s 时，键的对点力为 0，否则不为 0， 0s
为材料破坏时的临界伸长率[17]； 为相对位移矢

量，其表达式为 

 u u              （43） 

3  数值方法 

将结构离散成带有体积和质量的节点，然后由

节点组成网格，因此，式（34）可离散成以下形式： 

   
 

 

 

 

 
   

 

302
9

   8 ,

n n
i jn

i
p i j

n
pi

i j

Gx u k x
m m

Ge V b x t
m m

 
  

 

 

 

            
 
  

  



 

（44） 

式中：上标 n 为时间步，下标为节点号，故 n
iu 代表

第 n 时间步节点 ix 的位移； pV 为 p 节点的体积；加

速度 ( )
n
iu 可以表示为 

1 1

2

2n n n
n i i i
i

u u uu
t

  



         （45） 

式中： t 为常数。 

4  程序算法流程图 

由于近场动力学理论是一种无网格粒子法，它

的主要思想是把物质离散为带有一定体积和质量的

一系列粒子，然后以各个粒子为研究对象进行分析。

为了更好地描述近场动力学模拟裂纹扩展和连接过

程的程序实现，设计了近场动力学模拟裂纹的算法

流程图如图 1 所示。 
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图 1  近场动力学模拟裂纹算法 
Fig.1  Peridynamic algorithm on modeling crack 

5  算例与分析 

5.1  算例 1 
如图 2 所示，一长方形中心带孔岩板，其边长

分别为 80 mm×40 mm，中心圆孔直径为 16 mm，弹

性模量 E  50 GPa，密度   2.6 g/cm3，泊松比

  0.23，右侧固定，左侧受 20 MPa 的均布拉伸荷

载；板被均匀离散为 200×100 个粒子，计算参数如

下： x  4×10-4 m， 3 x   ，dt  1.336 7×10-8 s，

0s  0.001 2。当运行 1 200 时间步时数值模拟结果

如图 3 所示。 
如图 3 所示，当时间为 0.013 s 时，板未发生

破裂；当时间为 11.97 s 时，圆孔尖端开始出现裂

纹且裂纹扩展方向垂直于拉应力方向；当时间为

13.3 s 时，裂纹继续沿垂直于拉应力方向扩展；当

时间为 15.96 s 时，板完全破裂。板的整个破裂过

程的数值模拟结果与实际完全吻合。此经典算例的

数值模拟不需要借助任何外在的破裂准则，显示出

以普通的状态为基础的近场动力学在模拟破裂时具

有巨大的优势。 

      
图 2  带圆孔板拉伸破裂模型 

Fig.2  Tensile fracture model of plate with a circle hole 

 

 
 

(a) 0.013 3 s 
 

 
 

(b) 11.97 s 
 

 
 

(c) 13.3 s 
 

 
 

(d) 15.96 s 

图 3  拉伸破裂过程 
Fig.3  Tensional fracture process 
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5.2  算例 2 
如图 4 所示，正方形岩石试样含有一条裂纹，

裂纹的倾角 45°，裂纹的长度 0.004 2 m  5.6 mm，

其边长为 50 mm×50 mm。将该岩样划分为 200× 
200 40 000 个离散的物质点，相邻两点之间的间距

为 x  2.5×10-4 m。计算参数如下： 3 x   ，dt   
1.336 7×10-8 s， 0s 取 0.007 2；与文献[18]一样，岩

石弹性模量为 E  50 GPa，密度   2.5 g/cm3，泊松

比  0.25，四边加均布荷载，其中 x  80 MPa，

y  67 MPa， / 1.2x yB    ，模拟结果如图 5
所示。 

从图 5 可以看出，在 3.99 s 裂纹开始起裂；在

9.31 s 裂纹继续扩展，并且裂纹的下部开始出现分

叉；在 10.64 s 时，裂纹完全贯通，岩样断裂，且

裂纹的下部出现明显的分叉，裂纹基本沿 45°方向

断裂。如图 6 所示，本文的数值模拟结果与 PFPA2D 
 

方法模拟裂纹结果[18]基本一致。这表明以普通状态

为基础的近场动力学方法能够很好地模拟裂纹的扩

展和分叉现象，且不需要任何外部准则，突破了键

为基础的近场动力学在模拟平面裂纹时泊松比必须

为1/3的限制，极大地拓宽了近场动力学的应用范围。 

 

 
图 4  平面裂纹布置图 

Fig.4  Layout of a planar crack 

              

(a) 1.33 ns                                         (b) 3.99 s 
 

           

(c) 9.31 s                                       (d) 10.64 s 

图 5  裂纹的扩展和连接 
Fig.5  Propagation and coalescence of cracks 

 

 
图 6  RFPA 动力方法模拟裂纹示意图[18] 

Fig.6  Schematic diagram of modeling crack  
by RFPA method[18] 

6  结  论 

（1）本文首先推导了以普通状态为基础的近场

动力学理论，同时加入损伤理论使近场动力学能模

拟平面裂纹的扩展和连接过程。 
（2）该方法不需要借助任何外在的断裂准则就

能很好地模拟裂纹的扩展和分叉现象，与其他数值

方法相比，近场动力学数值方法模拟裂纹扩展效果

很好，因此，该方法相对于其他数值方法有很大的
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优势。 
（3）以普通状态为基础的近场动力学理论突破

了传统的以键为基础的近场动力学模拟平面裂纹时

泊松比必须等于 1/3 的限制，极大地拓宽了近场动

力学的应用范围。因此，以普通状态为基础的近场

动力学方法给裂纹的扩展和连接的数值模拟提供了

更好的思路。 
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