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弹性半空间夹杂群对平面 SH 波散射的 
快速多极多域边界元法模拟 
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摘  要：结合快速多极子展开技术，发展一种高精度快速多域间接边界元方法，用于求解弹性半空间大规模夹杂群对平面

SH 波的二维散射。数值检验表明，该方法能够高效精确地求解大规模多域散射问题，同时可大幅度降低计算存储量，据此

在普通电脑上可实现数百万自由度二维多域出平面散射问题快速求解，进而分别针对半空间中均匀分布和随机分布的夹杂

群，探讨了夹杂群刚度、形状对其周围平面 SH 波散射的影响规律。研究结果表明：由于弹性波的多次散射相干，使得夹杂

群对平面 SH 波的散射与单夹杂体存在显著差异，总波场空间分布特征和位移频谱特征更为复杂；平面 SH 波散射特性主要

取决于夹杂体的材料软硬程度、几何形状特征和入射波的角度、频率。另外，研究方法和分析结论可为半空间复杂不均质体

对 SH 波散射正、反演分析提供新的技术手段和理论依据。 
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Multi-domain FMM-IBEM simulation of plane SH wave scattering  
by inclusions in elastic half-space 

 
LIU Zhong-xian1, 2,  WU Feng-jiao1,  WANG Dong1,  ZHANG Hai1, 2 

（1. Tianjin Key Laboratory of Civil Structure Protection and Reinforcement, Tianjin Chengjian University, Tianjin 300384, China; 
2. Tianjin Institution of Earthquake Engineering, Tianjin Chengjion University, Tianjin 300384, China） 

 

Abstract: By combining with the fast multipole expansion method (FMM), a fast and high precision multi-domain indirect boundary 
element method (IBEM) is developed for solving plane SH wave two-dimensional (2D) scattering by large-scale inclusions in the 
elastic half-space. Numerical results show that the FMM-IBEM can solve the problems of large-scale multi-domain scattering 
efficiently and accurately, and the storage capacity is also dramatically reduced. Then the rapid solution of millions 
degree-of-freedoms (DOFs) of plane SH wave scattering problem in the multi-domain is achieved on a personal computer. Finally, in 
the case of SH wave multiple scattering by inclusions with uniform distribution and random distribution in the half-space, the effects 
of stiffness and inclusion shape on plane SH wave scattering are investigated. Due to the multiple coherence scattering of elastic 
wave, the plane SH wave scattering by inclusion group is significantly different from that by single inclusion, and the characteristics 
of spatial distribution and displacement spectrum of the total wave field become complicated. The scattering properties of plane SH 
waves mainly depend on material hardness, geometric characteristics, the angle and frequency of incident wave. In addition, this 
study to some extent provides new techniques and theoretical basis for forward and inversion analysis of elastic wave scattering by 
complex inclusions in the half-space. 
Keywords: multi-domain scattering; plane SH wave; fast multipole expansion; indirect boundary element method; inclusions 
 

1  引  言 

天然岩土体及人工复合材料中均存在着不同

层级、尺度的不均匀性。半空间中夹杂体对弹性波

的散射分析可广泛应用于地震（爆炸）波场计算、

地球物理勘探以及无损检测等领域。理论分析方法

整体上可分为解析法和数值法。 
解析法方面，袁晓铭[1]首次采用波函数展开法

给出了半空间中圆形夹塞物对平面 SH 波散射的封

闭解析解；史文谱等[2]利用复变函数法研究了直角
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平面区域内含有固定圆形夹杂时波的散射；杨在林

等[3]利用复变函数以及多极坐标法给出了椭圆夹杂

和裂纹对平面 SH 波散射问题的理论解；齐辉等[4]

利用复变函数法和 Green 函数法给出了 SH 波对垂

直界面附近椭圆形夹杂散射问题的解析解答。 
数值法方面，Dravinski 分别采用间接边界积分

方程法[5]和直接边界积分方程法[6]求解了半空间中

夹塞物周围弹性波的散射；梁建文等[7]采用有限单

元法求解了透镜体对地震波的散射，探讨了透镜体

对地震动的非线性放大作用；Heymsfield[8]采用直接

边界元法求解了土层中岩石夹塞物对 SH 波的散

射；Tong 等[9]采用 Nyström 方法求解了三维夹杂对

弹性波的散射；刘中宪等[10]基于 Biot 理论，采用间

接边界积分方程法研究了流体饱和半空间中夹塞物

对平面 SV 波的二维散射；Castro 等[11]采用 BEM 与

MFS 耦合方法求解了夹杂和裂纹对弹性波的二维

散射；Kanaun 等[12]基于体积分方程法结合高斯近似

函数研究了任意形状三维夹杂对弹性波的散射。 
需要指出的是，上述研究主要针对小规模夹杂

体散射问题求解，对于现实中存在的大规模夹杂群

散射问题，现有计算方法的计算效率和精度尚有待

提高。各类方法中，边界元法具有高精度、降维、

便于处理高梯度变化及无限域问题等优点，但该方

法在实际应用中一个显著弱点在于待求解方程系数

矩阵为非稀疏满阵，对大规模运算其计算效率将大

大降低。 
本文针对半空间中大规模夹杂群对平面 SH 波

的散射问题，结合快速多极子展开技术，建立一种

新的快速多极子多域间接边界元法（FMM-IBEM）。

其中 FMM 通过中间点策略和影响函数的展开、传

递和转移，将单粒相互作用转换为粒组之间的计算，

由此大幅度降低大规模多体相互作用运算所需的计

算量和存储量。目前 FMM-IBEM 在热学[13]、固体

力学[14]、声学[15]、电磁学[16]以及势问题[17]等领域已

得到广泛应用，在固体中弹性波散射领域也已有少

量报道[1820]。对于半空间多域散射问题，由于散射

波场构造的复杂性及不同域内多极子展开的差异

性，目前研究成果十分有限。本文将基于 FMM- 
IBEM 给出详细的求解步骤，进而尝试利用该方法

求解并探讨关键参数对夹杂群周围平面 SH 波散射

的影响规律。 

2  半空间出平面散射问题多域传统
边界元法 

计算模型如图 1 所示，弹性半空间 D0中包含大

量夹杂体 Dn（n=1, 2, 3…, Ns，Ns为夹杂总数），假

设均为弹性均匀各向同性介质，D0中介质剪切模量

为 0 ，密度为 0 。SH 波在介质 D0 中的传播速度

为 0 ， 2
0 = 0 / 0 ，第 n 个夹杂 Dn 中介质剪切模

量为 n ，密度为 n 。SH 波在 Dn中传播速度为 n ，
2
n = n / n 。夹杂体与弹性半空间交界面为 B（包

括所有夹杂与半空间的交界面），假定平面 SH 波入

射，待求解问题为夹杂群对平面 SH 波的二维散射。 
该问题需分别构造半空间散射波场和夹杂域

内散射波场，半空间中各个夹杂向外辐射的散射波

场相互影响，而不同夹杂域内散射波场仅作用于自

身。在交界面 B 和半空间表面 L（波源面记为 SL）

施加虚拟荷载，以构造弹性半空间 D0的散射波场，

同时在第 n 个夹杂面 Sn 上施加虚拟荷载，以构造该

夹杂体的散射波场。然后由半空间表面 L 上应力为

0、交界面 B 上位移和应力连续条件建立方程求解

得到虚拟荷载密度。弹性半空间 D0中的总波场由散

射波场和自由波场叠加得到，夹杂体 Dn 内总波场仅

由 Sn 上散射波场得到。 
 

 
图 1  半空间中夹杂群对平面 SH 波散射计算模型 
Fig.1  Calculation model SH waves scattering by  

inclusions in the half space 
 

夹杂体 Dn 和弹性半空间 D0中的总位移可分别

表示为 
t s( ) ( ),n n nu u D x x x        （1） 

t f s
0 0 0 0( ) ( ) ( ),u u u D  x x x x      （2） 

式中： t ( )nu x 为第 n 个夹杂体内总位移； s ( )nu x 为第

n 个夹杂体内散射场位移； t
0 ( )u x 为弹性半空间中的

总位移； f
0 ( )u x 为弹性半空间中自由场位移； s

0 ( )u x
为弹性半空间中散射场位移。位移场u 满足下列运

动方程： 
2 2 2

2 2 2 2 2
0

1 1 1u u u u
r rr r t 

   
  

  
      （3） 

各场中的应力为 
t t
n n nu

l
 





             （4） 

式中： l  为该点法线方向导数。 
消除体力的影响下，弹性半空间的散射位移和

应力可表达为 

x 

 

弹性半空间地表面 L n、n

弹性不均质体 Dn 

弹性半空间 D0

SH 波

y 0、0 

Bn 

Dn
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0

s (0) (0)
0 ( ) ( ) ( , )d y

S

u G S x y x y       （5） 

0

s (0) (0) (0)
0 ( ) ( ) ( ) ( , )d y

S

c T S    x x y x y    （6） 

式中：
s0 1 2L NS S S S S     可看作边界单元上 

施加的虚拟均布荷载密度；(0)对应区域 D0，当 x
由内部趋近于 0S 时，c=0.5，反之由外部趋近于 0S 时

c=-0.5，而当 ySx 时 c=0。其中半空间平面外线源

格林函数表达式为 

(2)
0

i( , ) ( )
4

G H kr


 x y            （7） 

(2)
1

i( , ) ( )( )
4 x x y yT H kr n n  x y       （8） 

式中：i 为复数， i 1  ； r  x y ，x和 y分别

为场点和源点； (2) ( )nH � 表示 n 阶第 2 类 Hankel 函
数； xn 、 yn 分别为 x 处边界单元法向量在 x、y 方

向的分量；符号 ( ) /x x r  x y ， ( ) /y y r  x y 。

k 为剪切波波数， 0k   ，为 SH 波圆频率。 

同理，根据单层位势理论，弹性半空间中第 n
个夹杂的散射场位移和应力可分别表达为 

s ( ) ( )( ) ( ) ( , )d
n

n n
n ij y

S

u G S x y x y        （9） 

s ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( , )d
n

n n n
n y

S

c T S    x x y x y    （10） 

式中： nx D ； ( ) ( , )n
ijG x y 和 ( ) ( , )n

ijT x y 表示第 n 个夹

杂的位移和应力格林函数。 
求解该问题的边界条件为：弹性半空间表面 L

上的应力为 0、内外介质在交界面 B 上产生的位移

和应力相等，即 
s
0 ( ) 0, L  x x           （11） 

t t
0 ( ) ( ),n nu u B x x x         （12） 
t t
0 ( ) ( ),n nB  x x x         （13） 

式中： nB 为第 n 个夹杂 Dn与半空间 D0的交界面。 
由上述边界条件建立方程组为 

0

0

0

(0) (0)

(0) (0)

( ) ( ) f
0

(0) ( ) (0) (0)

( ) ( ) f
0

( ) ( , )d 0,   

( ) ( , )d

( ) ( , )d ( ),   

0.5[ ( )+ ( )] ( ) ( , )d  

( ) ( , )d ( ),   







  

 


  




   

 

   












n

n

y
S

y
S

n n
y n

S
n

n n y
S

n n
y n

S

T S L

G S

G S u B

T S

T S B

y x y x

y x y

y x y x x

x x y x y

y x y x x

  

                                       （14） 
式（14）即为包含奇异性的第 2 类 Fredholm 积

分方程。求解时需离散边界面，并在每个单元上施

加虚拟均布荷载。假定 (0) ( ) y 和 ( ) ( )n y 为边界单元

上的常量，离散半空间表面 L 为 '
1N 个单元，交界面

B 离散为 1N 个单元（半空间中夹杂群边界离散总

数），每一个夹杂体边界离散为 2N 个单元，虚拟波

源离散与边界离散相同并重合，则存在线性方程组： 
'
1 1

1 1
1
'
1 1

1 1
1

2

2 2
2

'
1 1

1 1
1

2

2 2
2

(0)
1

1

(0) (0)

1

( ) ( ) f
0

1

(0) ( ) (0) (0)

1

( ) ( ) f
0

1

( ) ( , ) 0

( ) ( , )

( ) ( , ) ( )

0.5[ ( )+ ( )] ( ) ( , )  

( ) ( , ) ( )







  

 


















 





  

 

 











N N

l n l
l

N N

l n l
l

N
n n

l n l n
l

N N
n

n n l n l
l

N
n n

l n l n
l

t

g

g u

t

t

y x y

y x y

y x y x

x x y x y

y x y x














  

                                       （15） 

2

2

( , ) ( , )dli

i
li

S

i n l S i n yt T S





 

y

y
x y x y        （16） 

2

2

( , ) ( , )dli

i
li

S

i n l S i n yg G S





 

y

y
x y x y        （17） 

当 x y 时，式（15）～（17）可以直接利用

高斯积分法计算，下文计算中每个单元上采用三点

高斯积分。当 x y时，则需利用格林函数展开式

进行解析求解，容易推得下式： 
( , ) 1 2i n nt x y             （18） 

/ 2 (2)
0/ 2

i( , ) ( )d
4

i 21 i (1 lg( )
4 π 4

s
i n n is

i

i

i

g H k s s

k SS









  

       

x y

  

 （19）

 

式中： 为 Euler 常数（可取为 0.577 2）； S 为单

元长度。 
在上述求解中，积分方程系数矩阵为非对称满

阵，当计算规模较大时，其运算量和存储量都是巨

大的。下面考虑结合广义极小余量法（GMRES）[21]

及快速多极子展开技术，突破常规边界元法求解大

规模问题计算瓶颈。 

3  半空间出平面散射问题多域 FMM- 
IBEM 

在传统的边界元法中，采用 GMRES 迭代算法

求解大型方程组，计算近似解的工作量相当大且需

要存储大型系数矩阵。快速多极子边界元法使用树

结构作为主要存储和运算对象，对核函数进行展开

和传递，借助 GMRES 迭代算法，在每一次迭代中



第 4 期                 刘中宪等：弹性半空间夹杂群对平面 SH 波散射的快速多极多域边界元法模拟         1157   

 

以树结构取代系数矩阵，与迭代量相乘，通过迭代

精度控制得出结果。下文给出格林函数通用展开表

达，不同域内格林函数表达仅需改变介质参数即可。 
本文采用 Graf 加法定理[22]对式（7）中核心函

数 (2)
0 ( )H � 进行多极展开： 

(2)
0 c c( ) ( , ) ( , )

p

i n i n i
n p

H k r O k I k


 
 
y x y y     （20） 

式中：p 为展开截断数； cy 为多极展开中心，且满

足 c c
 
y y y x ，如图2所示。函数 c( )nO


y x 和 c( )nI


y y

分别定义为 
(2) i

c 0 c( , ) ( )e n
n i iO k H k 

 
y x y x       （21） 

i
c c( , ) ( )e n

n i n iI k J k 
 
y y y y         （22） 

式中： ( )nJ � 为第 1 类贝塞尔函数； 为对应向量极

角。 
 

 
图 2  多极展开 

Fig.2  Multipole expansion 
 

将式（20）代入式（5）可得积分式的多极展

开为 

c c
i( ) ( , )d ( , ) ( , )

4
i

p

i i y n i n i
n pS i

G S O k M k
 


 

 
y x y y x y y   

                                       （23） 
式中： c( , )n iM k


y y 称为关于点 cy 多极展开系数，即 

c c( , ) ( ) ( , )d
i

n i i n i y
S

M k I k S 
 
y y y y y      （24） 

从式（23）可以看出，核函数已经被分离成 x和
y独立的两部分，从而 c( , )n iM k y 只需计算一次便可

重复用于计算不同 x中，如图 2 所示。 
 

 
图 3  FMM-IBEM 展开相关点及传递 

Fig.3  The related points for FMM-BEM and transfer 
 
如图 3 所示，假设点 cy 被移动到附近新的一点

zy ，则式（24）通过 M2M 传递可表达为 

c c( , ) ( , ) ( , )n i n m i z m i z
m

M k I k M k





 
  
y y y y y y   （25） 

运用上述方法，能够单独运用多极展开计算积

分式（5）和式（6）。然而，为了更有效地计算该积

分式，可在快速多极中引进局部展开。在此之前，

需引进结点邻居和相互作用列表两个概念。 
两结点互为邻居是指两结点位于同一层且至

少共享一个角点；结点的相互作用列表是指它们的

父结点是邻居关系，但它们本身不互为邻居。在二

维四叉树结构中，一个结点至多存在 8 个邻居结点，

相互作用列表结中至多存在 27 个结点。 
如图 3 所示，设定一点 cx 靠近场点 x，且满足

c c c  x x y x ，类似多极展开，对式（23）进行

局部展开，可表达为 

1

1
1

c c c
i( ) ( , )d ( , ) ( , )

4
i

n
i i y n i n i

nS i

G S L k I k







 

 
y x y y x x x   

                                       （26） 
1

1c c c c c( , )= ( , ) ( , )n
n i n n i n iL k O k M k 

  
y x y x y y   （27） 

式（27）同时也给出了 M2L 传递关系。 
进一步将点 cx 移动到附近新的一点 zx ，局部展

开系数传递 L2L 的传递关系式为 
1 1

1 1
1

c c c c( , )= ( , ) ( , )n n
n i n m i z n i z

m
L k I k L k







  
y x x x y x   （28） 

利用上式可以逐一得到各层结点的局部展开

系数。同理，由式（4）可得式（6）的最终展开式

为 

11

1

c
c c

( , )i( ) ( , )d ( , )
4

i

n in
i i y n i

nS

I k
T S L k















x x

y x y y x
n

  

                                       （29） 
将展开式（26）和式（29）替换式（5）和式（6），

采用 GMRES 迭代求解运算得出结果，至此完成本

文方法的全部过程。求得虚拟均布荷载密度，则可

利用式（1）、（2）和（4）即可求出边界 B 以及 B
内、外域任一点位移和应力。 

该方法的具体实施过程表述如下： 
第 1 步：建立模型，将所有夹杂体边界离散化，

这与常规 BEM 一致，进而自动生成自适应树结构。 
第 2 步：下行遍历计算多极展开系数，通过式

（24）将源点 y信息传给叶子结点，进而通过式（25）
得到各层结点多极展开系数。 

第 3 步：上行遍历计算局部展开系数，将树结

构各层结点的多极展开系数传递形成相应局部展开

系数（M2L），式（27）构建此关系，相应即指边

界父结点接收非邻居结点的多极展开系数，边界子

结点接收相互作用列表的多极展开系数。通过式

（28）得到各层结点局部展开系数。 

y yz 

yc 

xz 

xz x 
M2L

L2L 

M2M 

y 

yc x 
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第 4 步：将叶子结点处累加而来的所有局部展

开系数通过局部展开传给边界点 x，完成整个展开

以及传递过程。剩余近场源点，即叶子结点的邻居

以及自身所包含的源点，直接采用常规 IBEM 计算。 

4  半空间多域 FMM-IBEM 计算精度
及效率 

以半空间单夹杂对波的散射为例，检验快速多

极子边界元法的计算精度及计算效率。引入无量纲

频率的概念，定义为散射体等效直径与入射波波长

之比，即 =2a/ = a/ π ，a 为夹杂半径。分别利

用快速多极子间接边界元法和解析法[1]计算半空间

圆形夹杂对平面 SH 波的散射。图 4 所示为半空间

圆形夹杂散射下半空间表面位移幅值结果对比情

况。图 4(a)为单频情况表面位移幅值，其计算参数

为：夹杂内外密度比 1 0/  =2/3，剪切波速比

1 0/  =1/2，无量纲频率 =0.5，夹杂边界离散 200
个单元，地表离散 1 000 个单元（地表离散宽度为

6a）。图 4(b)为半空间表面夹杂正上方点位位移幅值

谱计算结果，计算参数见图 4(b)。容易看出，本文

所发展的快速多极子多域间接边界元法同精确解析

解结果吻合良好。 
 

 
(a)  =0.5, d/a =2.0, x/a=-3～3, y/a=0 

 
(b)  =0～3, d/a =1.5, x/a=0, y/a=0 

图 4  半空间中含夹杂物表面位移幅值（谱） 
FMM-IBEM 和解析解结果比较 

Fig.4  Comparisons between FMM-IBEM and analytical 
solution for the surface displacement amplitude  

(spectrum) in the half-space 

在精度检验基础上，以半空间圆形夹杂对平面

SH 波的散射为例，考察 FMM-IBEM 的计算效率，

并与传统 IBEM 算法对比。图 5 给出了 CPU 计算时

间与计算自由度之间的关系，考虑 SH 波垂直入射

（ =90°）。DOF =300～1 020 000，收敛残差 =10-3，

夹 杂 内 外 密 度 比 1 0/  =1.0 ， 剪 切 波 速 比

1 0/  =1/2，无量纲频率 =1.0。采用常规 IBEM 求

解，CPU 计算时间随自由度呈 O(N2)增长（N 为计

算自由度数），当自由度达到 17 000 时计算时间已

经超过 36 000 s。然而，若采用本文发展的

FMM-IBEM 方法，1 020 000 自由度问题计算时间

不到 2 000 s，且计算时间随自由度近似呈线性增加

（O(N)量级），充分证明了本文算法在计算效率上

有数量级上的提高，突破了常规 IBEM 难以高效求

解大规模问题的计算瓶颈。 
 

 
图 5  FMM-IBEM 和常规 IBEM 运算的 

CPU 计算时间对比 
Fig.5  Comparison of CPU time between  

FMM-IBEM and IBEM 
 

需要指出的是，上述计算结果以及 CPU 计算时

间统计，均是在 16G 内存、64 位 Win7 操作系统的

个人电脑上（Intel (E3) 3.2 GHz CPU），使用 Matlab 
R2012a 进行编程运算得到，且为 GMRES 迭代收敛

时所需计算时间。若采用 Fortran 编译器，计算效率

还可进一步提高。 

5  数值算例 

本节采用 FMM-IBEM 研究半空间多域散射问

题。首先，研究不同刚度圆形夹杂群对 SH 波多个

入射角度下的散射情况；其次，分析 SH 波入射下，

不同形状夹杂群附近的散射特性；最后，给出半空

间中不同刚度随机夹杂群对 SH 波的散射，并得出

了若干有益规律。 
5.1  不同刚度圆形夹杂群对 SH 波的散射 

首先考虑如图 1 半空间夹杂群模型，半空间表

面以下定义坐标{(x, y)|x=-14.5a～14.5a, y=5.5a～
21.5a}区域内建立 60 个整齐排列的圆形夹杂，夹杂
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圆形间距为 3a，a 为圆形夹杂半径，地表离散宽度

L=40a。采用本文 FMM-IBEM，模拟该夹杂群对 SH
波多个入射角度下的散射作用，图 6 给出了不同刚

度（孔洞、软夹杂和硬夹杂）圆夹杂表面位移幅值

结果。假定同一模型中每一个夹杂内部介质相同，

具体计算参数为：夹杂内、外密度比 0/n  =1.0，
剪切波速比 0/n  =0.001（孔洞）、0.5、2.0，内外

阻尼比 均为 1.0%。入射波换算无量纲频率，取
分别为 0.5、1.0、5.0，SH 波入射角度 分别为 0°、
45°、90°。每一个圆形夹杂边界离散数按入射频率

不同分别取为 50、100、200、300、500，地表离散

数均为 1 000，则相应的计算自由度 DOF 分别为   
13 000、25 000、61 000，CPU 计算时间分别约为

123、183、376 s。同一频率不同入射角度以及同一

频率不同刚度计算时间相当，但与图 5 计算时间有

所差异。这主要是由于本节算例为夹杂群（多域   
散射）散射问题，其网格划分以及迭代收敛速率不

同。 
数值结果表明：SH 波的入射频率和角度、夹

杂群的刚度对半空间表面位移分布特征具有显著影

响：①如硬夹杂周围波水平入射情况，较低频入射

时背波一侧位移放大更为明显，而高频波入射下则

迎波一侧放大显著。随频率增加，夹杂群对波的散

射特性更加复杂（较小区域内位移反应差别很大），

且夹杂群附近半空间表面位移幅值均有一定的放大

效应。②对同一入射频率、软夹杂群和孔洞群情况

的表面位移反应特征较为接近，但与硬夹杂差异显

著。③另外，考虑入射角度影响，同一入射频率，

SH 波掠入射或斜入射下表面位移幅值明显大于垂

直入射情况，例如 =1.0， =0°或 45°，表面位移

幅值超过 4.0。高频波 =45°斜入射情况，夹杂或

孔洞群右侧方表面位移降幅明显，波的屏障效应显

著。但 =0°掠入射情况，对本文模型，夹杂群屏

障作用不明显。因此，在地震工程应用上，位于夹

杂群附近的建筑物、构筑物地震响应分析需考虑夹

杂群对地震波的散射放大效应以及地震动空间差动

特征，若采用地震波一致输入则可能出现较大误差。

另外，尤其需注意不同入射波频率和角度、不同夹

杂刚度下，半空间表面波放大或屏障效应的空间分

布差别。 
 

   
(a)  =0.5,  =0°                             (b)  =0.5,  =45°                           (c)  =0.5,  =90° 

   
(d)  =1.0,  =0°                              (e)  =1.0,  =45°                           (f)  =1.0,  =90° 

   
(g)  =5.0,  =0°                              (h)  =5.0,  =45°                            (i)  =5.0,  =90° 

图 6  不同刚度圆形夹杂群对平面 SH 波散射的表面位移幅值 
Fig.6  Surface displacement amplitudes of plane SH wave scattering on different stiffness circular inclusions 
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5.2  不同形状夹杂群在 SH 波入射下的位移云图 

考虑实际当中夹杂形状的多变性，图 7 给出了

不同形状夹杂群对 SH 散射的位移幅值云图。计算

参数：夹杂内外密度比 0/n  =1.0，剪切波速比

0/n  =1/2（限于篇幅，这里仅考虑软夹杂情况），

内外阻尼比  均为 1.0%。单个夹杂形状分别为

b/a=0.2、0.5、1.0（圆夹杂），b 为椭圆夹杂短轴半

径，入射波换算无量纲频率 分别为 0.5、1.0、5.0，
SH 波入射角度 =90°。每一个椭圆形夹杂边界离

散数按入射频率不同分别取为 100、200、500，半

空间表面离散数均为 1 000，则相应的计算自由度

DOF分别为 13 000、25 000、61 000，椭圆夹杂群  
CPU 计算时间分别约为 123（101、110 s）、183（132、

157 s）、376 s（267、328 s），其中括号内对应 b/a
分别为 0.2、0.5 的情况。 

数值结果表明：SH 波入射情况下，随频率增

加夹杂群附近波的散射特性更加复杂，背波一侧阴

影区越显著，但位移峰值有所下降。同一入射频率

下，SH 波入射下夹杂形状越扁散射越弱，即位移

幅值越小，如 =1.0，b/a=1.0 时，位移幅值接近 6，
超过 b/a=0.2 情况的 30%。各情况位移峰值几乎集

中在夹杂内部以及近地表层（阴影区两侧），这主要

由于夹杂内部介质较软以及夹杂群对 SH 波的屏障

作用所致。另外，扁夹杂群对 SH 波的屏障作用明

显低于圆夹杂，这主要由于夹杂形状越扁，对波的

整体耗散效应越弱。 
 

   
(a)  =0.5, b/a =0.2                            (b)  =0.5, b/a =0.5                        (c)  =0.5, b/a =1.0 

   
(d)  =1.0, b/a =0.2                            (e)  =1.0, b/a =0.5                          (f)  =1.0, b/a =1.0 

   
(g)  =5.0, b/a =0.2                             (h)  =5.0, b/a =0.5                          (i)  =5.0, b/a =1.0 

图 7  平面 SH 波入射下椭圆夹杂群附近位移云图 
Fig.7  Displacement nephograms near the elliptic inclusions under incident plane SH wave 

 
5.3  不同刚度随机夹杂群在 SH波入射下的位移云图 

考虑自然当中夹杂分布的随机性，图 8 给出了

半空间中随机夹杂群对 SH 波散射的位移幅值云

图。夹杂个数取为 60 个。为简化考虑，取 b/a=0.2，
其他参数同上文整齐排列情况。扁夹杂群模型的

CPU 计算时间按频率不同分别约为 98、130、273 s，
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不同刚度模型计算时间相当，不同频率计算时间有

所差异是由于频率越高所需截断数越大所致。 
数值结果表明：夹杂群刚度对空间域位移反应

特征影响显著，且不同频率下刚度的影响规律有所

差别。孔洞群对 SH 波的屏障作用明显强于软夹杂

群和硬夹杂群，且频率越高，屏障作用越显著。孔

洞群位移峰值集中在迎波面一侧，软夹杂群峰值则

主要集中在夹杂内部。对硬夹杂群情况，由于夹杂

之间散射波能量较大，位移峰值集中于各夹杂体之

间，在部分频段可能出现显著的位移放大效应。 
 

   
(a)  =0.5, n /0 =0.001                        (b)  =0.5, n /0 =0.5                         (c)  =0.5, n /0 =2.0 

   
(d)  =1.0, n /0 =0.001                       (e)  =1.0, n /0 =0.5                           (f)  =1.0, n /0 =2.0 

   
(g)  =5.0, n /0 =0.001                       (h)  =5.0, n /0 =0.5                          (i)  =5.0, n /0 =2.0 

图 8  平面 SH 波入射下随机分布扁夹杂群附近位移云图 
Fig.8  Displacement nephograms near random flat inclusions under incident plane SH wave 

 
5.4  半空间表面位移谱分析 

为更全面地反映大规模夹杂群对平面 SH 波散

射的频谱特性，图 9 给出了 SH 波入射下不同刚度

圆形夹杂半空间表面典型点位上的位移幅值谱。对

应上述分析，无量纲频率取为 0～5，考虑掠入射和

垂直入射情况。 
SH 波垂直入射时，以半空间表面 x/a 为-20、

-10 和 0 为观察点。如图所示，由于夹杂群对波的

多次散射以及散射波的相干效应，表面位移幅值谱

曲线振荡比较剧烈，同单一夹杂情况差别十分显著

（见图 4）。从空间分布看，夹杂群上方中间方位

(x/a=0)，波散射效应更为显著，低频段（ <0.5）

夹杂群主要表现为放大效应，高频段（ >3.0）孔

洞和软夹杂主要为屏障效应，而硬夹杂屏障效应较

弱。对边缘部位（x/a=-20），散射波仅在个别频段

作用明显。 
SH 波掠入射情况，以半空间表面 x/a=-10,0 和

10 为观察点。位移幅值谱整体大于垂直入射，且硬

夹杂位移幅值较大，例如掠入射最大位移峰值在

4～6 之间，而垂直入射则在 3～5 之间。这主要是

由于水平入射波易于在半空间表面和硬夹杂群之间

形成能量汇聚。这也使得硬夹杂情况迎波一侧位移

幅值散射特性更为复杂，位移谱对频率更为敏感，

位移放大和缩减频带交替出现。软夹杂情况下，与
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垂直入射相比，会出现多个放大更为显著的频率点

（峰值约达到 5.0），但对高频波段的屏障效应不明

显。因此，在地震工程中，对于实际夹杂群场地地

震动评估，对硬质夹杂群同样需慎重考虑其附近的

地震波放大效应。另外，尚需注意 SH 波掠入射和

垂直入射下位移频谱特性的显著差别。 
 

   
(a) x/a =-20,  =90°                           (b) x/a =-10,  =90°                          (c) x/a =0,  =90° 

   
(d) x/a =-10,  =0°                           (e) x/a =0,  =0°                            (f) x/a =10,  =0° 

图 9  不同刚度整齐排列圆形夹杂群对 SH 波的散射位移幅值谱图 
Fig.9  Surface displacement amplitude spectra of plane SH wave scattering on different stiffness circular inclusions 

 

6  结  论 

（1）FMM-IBEM 能够高效精确地求解弹性半空

间大规模夹杂群对平面 SH 波的散射问题，同时能

够大幅度降低计算存储量，可在目前主流 PC 上实

现数百万自由度散射分析。 
（2）由于多次散射波的相干效应，半空间中夹

杂群对 SH 波的散射同单夹杂情况具有显著差别，

总波场空间分布特征和位移频谱特征更为复杂。实

际建模计算中需明确夹杂体的材料软硬程度、几何

形状特征和入射波的角度、频率。 
（3）SH 波水平入射下，夹杂群上方半空间表

面位移放大效应更为显著。特别是低频段，部分区

域位移幅值达到 5.0。 
（4）高频 SH 波垂直入射下，空洞群和软夹杂

群表现出明显的屏障效应，而硬夹杂群上方半空间

表面位移放大和缩减区域会交替出现。 
本文研究方法可为弹性半空间大规模多域散

射问题求解提供新的思路，数值结果可为复杂介质

地震波动分析、地质勘探等工作提供理论依据。另

外，本文方法对无损检测、声波、电磁波多体散射

分析等同样具有一定的参考价值。 
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