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基于状态相关本构模型的砂土非共轴特性模拟 
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摘  要：基于屈服面角点非共轴理论中采用 Gram-Schmit 正交化方法，提出了一种新的非共轴本构模型。模型修正了原有的

流动法则，其中非共轴流动方向被定义为将单位应力增量方向在参考主应力正交方向上的投影，同时与塑性标量因子相关联。

另外，根据广义应力的状态下的剪胀方程推导了一种新的塑性函数形式。以状态相关砂土模型为基本模型，分别采用新的非

共轴模型和未修正的模型模拟了 Toyoura 砂的空心圆柱单剪试验和空心圆柱扭剪试验，将模型模拟的结果与试验数据进行对

比，结果表明，新非共轴模型能更为合理地反映试验中非共轴现象及其变化规律，特别是固定主应力轴方向的单调剪切试验。 
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Simulation of non-coaxial characteristics of sandy soil based on  
state-dependent constitutive model 

 
CHEN Zhou-quan1, 2,  HUANG Mao-song1, 2 

（1. Department of Geotechnical Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China; 2. Key Laboratory of Geotechnical and Underground Engineering of 
Ministry of Education, Tongji University, Shanghai 200092, China） 

 
Abstract: A non-coaxial constitutive model is proposed based on the Gram-Schmidt orthogonalization process employed in the 
yield vertex non-coaxial theory. The flow rule is revised in this model. The model corrects the original flow rule, where the 
non-coaxial flow direction is defined as the projection of the unit stress increment direction in the orthogonal direction of the 
reference principal stress, and is associated with the plastic scalar factor. In addition, a new form of plastic function is derived 
according to the dilatancy equation in the generalized stress state. Based on the state-related sand model, the new non-coaxial 
model and the uncorrected model are used to simulate the hollow cylindrical single shear test and the hollow cylindrical 
torsional shear test on Toyoura sand. The simulation results are compared with the experimental data, and the results show that 
new non-coaxial model can more reasonably reflect the non-coaxial phenomenon and its variation in the test, especially for the 
monotonic shear test in the direction of the fixed principal stress axis. 
Keywords: sandy soil; non-coaxiality; state-dependent constitutive model; hollow cylindrical shear tests 
 

1  引  言 

在包含应力主轴旋转的加载条件下，岩土材料

会出现非共轴现象，即材料当前的主应力方向与塑

性主应变率方向不一致，尤其在单剪[12]和空心圆柱

环剪试验[35]中，材料的非共轴现象更为明显。但根

据传统的塑性理论，决定塑性应变率方向的流动法

则是由当前的应力状态决定的，包含了应力与塑性

应变率共轴的条件。 

为了调和传统理论与试验现象的矛盾，考虑应

力率对流动法则的影响，建立了一类将塑性应变率

划分为共轴项和非共轴项的弹塑性模型。这类模型

基于 Rudnicki 等[6]早期的在光滑屈服面上增加角点

结构的理论，而所谓的非共轴塑性应变率便是由文

中角点结构的塑性应变率来定义。由于该理论局限

于二维应力空间，钱建固等[7]以及 Qian 等[8]考虑了

第三应力不变量的影响，将该非共轴塑性本构模型

推广到了三维应力空间。 
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基于传统的非共轴理论[6]，Yang 等 [910]结合 
Drucker-Prager 和临界土力学模型 CASM 分别模拟

了单剪试验中材料的非共轴行为。扈萍等[11]采用三

维广义 Mohr-Coulomb 非共轴模型模拟了单剪和空

心圆柱环剪试验，结果表明，该非共轴模型能够模

拟岩土材料的非共轴现象。但文献[11]采用的与六

分量形式对应的六阶非共轴张量矩阵，因而其模拟

结果存在一些问题。 
但对于固定主应力轴的单调剪切试验，如

Miura 等[3]和 Gutierrez 等[12]的固定主应力轴方向的

空心圆柱试验以及 Arthur 等[1314]的一系列方向剪

切盒试验，其中所展现出来的非共轴行为却不能被

上述模型所描述，其原因在于这种加载模式当前应

力状态与应力增量方向共轴，使得角点理论的

Gram-Schimit 正交分解方法失效。然而，Lashkari
等[15]提出的非共轴模型为处理此类问题提供了很

好的思路。该模型根据 Gutierrez 等[12]总结的主应力

旋转试验规律，在 X-Y（ ( ) / 2zX    ， zY  ）

应力空间内建立一套流动法则，给出了新型的非共

轴流动关系，并较好地模拟砂土的非共轴变形特征。

由于该模型是在 X-Y 应力空间建立的，对于更为一

般的情况，该非共轴流动法则应该如何描述还需探

讨。 
针对上述模型所存在的问题，以考虑状态相关

的砂土模型为基础，本文将在更为一般的情况下讨

论模型流动法则的形式。仍然沿用角点理论中采用

的 Gram-Schimit 正交分解方法，但定义单位应力增

量方向沿与参考主应力正交方向的分解量作为非共

轴流动方向，并且受塑性加载因子影响。同时，根

据广义应力状态下的剪胀方程，推导了新的塑性势

函数。然后，对 Toyoura 砂的空心圆柱单剪试验及

空心圆柱扭剪试验进行模拟，并且与文献[11]中的

非共轴模型的结果进行对比，以验证新的非共轴流

动法则的有效性。这里需要指出的是，与弹性刚度

张量矩阵 e
ijklD 不同，文献[8]中的非共轴柔度张量

np
ijklC 所对应的矩阵的耦合项不全为 0，这样采用九

阶张量矩阵得到的结果与采用六阶张量矩阵得到的

结果存在差异，因此，本文所有模拟结果都是在应

力、应变全量（即九分量）形式下进行的，同时修

正了文献[11]存在此类数值问题的结果。 

2  材料状态相关砂土本构模型 

2.1  状态参数与弹性常数 
根据材料状态相关临界状态理论，砂土的松密

程度可采用 Been 等[16]提出的状态参数 来表征， 

该参数与砂土的密实度和有效平均压力相关，能够

将不同密实度的砂土看成为一种材料，常用形式为 

ce e                （1） 

式中：e 为当前孔隙比； ce 为相同压力下的临界孔

隙比。对于 Toyoura 砂，采用了 Li 等[17]提出的状态

参数的数学形式为 

c c a( )e e p p            （2） 

式中：e 、 c 和 均为材料参数； ap 为大气压强。 

描述砂土的弹性行为的弹性剪切模量，其表达

式为 

2

0 a
(2.97 )

1
eG G p p

e
 


        （3） 

式中： 0G 为材料参数；相应的弹性体积模量为 

2(1 )
3(1 2 )

vK G
v





            （4） 

式中： v 为泊松比。 
2.2  屈服函数与硬化法则 

模型中的屈服函数采用广义 Mohr-Coulomb 准

则，即： 

( ) 0f q Mg p              （5） 

式中： / 3kkp  为平均主应力； 23q J 为广义

剪应力，而 2 / 2ij ijJ s s 为第二应力不变量；   

1 3
3
2

1 3 3sin ( )
3 2

J
J

 为应力 Lode 角； 3 / 3ij jk kiJ s s s 为 

第三应力不变量； / 3ij ij kk ijs     为应力偏量；

M 作为硬化参数，表征的是三轴压缩状态下的应力

比。那么其他 Lode 角对应的屈服应力比由椭圆形

状函数 ( )g  插值得到形式参考 Papadimitriou 等[18]

提出的形式： 

4 1 (1 )sin(3 )( )
1 (1 )sin(3 ) 2

c c cg
c c





  

 
  

  

                                        （6） 
式中：c 为三轴拉伸与三轴压缩状态下的应力比比

值，且符号规定为以压为正。需要指出的是，式（6）
与 Li[19]所采用的形状函数在描述 Toyoura 砂的强度

特性上具有相当好的一致性，并且此形式更为简洁。 
硬化法则参考黄茂松等[20]采用的增量双曲线

形式： 

p
s

cs

d d
( )n

pM M
hG M e M 


        （7） 
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式中： csM 为临界应力比；n 为材料常数；e 为孔隙

比； 1 2h h h e  ， 1h 和 2h 为材料常数。 
2.3  修正的塑性势函数 

根据 Li 等[17]提出的三轴压缩状态下的剪胀方

程，塑性体应变率 p
vd 与等效塑性偏应变率 p

sd 满

足关系 
p
v o

dp
css

d
( )

d
d M M

M



            （8） 

式中： d cs
mM M e  为状态转换应力比；m、 od 为

材料参数。考虑到广义应力状态下屈服应力满足

/ ( )q p Mg  ，那么广义形式下的方程便可以写为 
p
v o

dp
css

d
( )d

d qM
M pg




 
  

 
         （9） 

该形式与 Li 等[21]提出的广义形式等效。对于一般情

况，塑性体应变率 p
vd 与等效塑性偏应变率 p

sd 之

间的比值与塑性势函数的关系为 

p
v
p 2 2
s

d
d 1

Q
p

Q Q
q q









    
       

      （10） 

式中：Q 为塑性函数。 
参考 Nova 等[22]在三轴压缩状态下构造塑性势

函数的方法，不妨将广义应力空间的塑性势函数定

义为 

( , )Q q q p               （11） 

当 p 为常数时，塑性势函数在 q  表征的平

面内具有同屈服面类似的曲面。联立式（8）～（11），
有 

o
d

2 cs

( )
( )11 ( )

q
d qp M

M pgq
q





  






    （12） 

此式为一阶偏微分方程，包含了 2 个变量，解析较

为困难。考虑到塑性势面在平面内要保持凸性，

且实际加载过程中 q 值往往较大，因此，假定 
2

1 q
q 

 
  

>>1，从而将式（12）简化为 

o
d

cs ( )
dq qM

p M pg 
 

    
         （13） 

显然式（13）为一阶常微分方程，解析得到的塑性

势函数形式为 

1
( )

d
o

( ) 1 0
( )

A
gAg pQ q M p

g A p




 
           

  （14） 

式中：A= o cs/d M ； op 为塑性势面的尺寸参数，由

定义势面的应力状态决定，而不同应力状态塑性势

面同屈服面的关系如图 1 所示。 
从图可以看出，塑性势面都是相似的，在定义

塑性势面的应力点处与屈服面相交，且势面的曲率 

比屈服面的曲率更小，即满足
Q f
 
 


 

。这种新形 

式的势面表明流动法则在平面也是非关联的。而

Manzari 等[23]以及 Li[19]则将 平面的流动法则直接

定义为屈服面法向，这就意味屈服面与塑性势面相

关联。 
 

 
图 1  q- 空间内的塑性势面与屈服面 

Fig.1  Plastic potential surface and yield surface in q- space 
 

3  非共轴流动法则的改进 

根据Rudnicki和Rice的“角点结构”理论建立的

非共轴流动理论，塑性应变增量 pd ij 被分解为共轴

项 pcd ij 和非共轴项 pnd ij ，形式如下： 
p pc pnd d dij ij ij                （15） 

式中：共轴塑性应变增量 pcd ij 由传统弹塑性理论定

义，即 

pcd dij
ij

Q
 







             （16） 

式中：d为塑性标量因子。 
而非共轴塑性应变增量流动方向不仅与当前应

力状态相关，而且还取决于当前的应力增量，其方

向与非共轴应力增量 nd ijs 方向一致。采用 Gram- 
Schimit 正交化理论，Qian 等[8]给出了广义应力空间

内的分解方法，形式为 

 屈服面
  =-/6
  =0
 =/6

S3 

S2 

●

S1 

 

塑性势面

屈服面



  1962                                      岩    土    力    学                                   2017 年 

n d d
d d kl kl kl kl

ij ij ij ij
mn mn mn mn

s s s Ss s s S
s s S S

        （17） 

式中： 3
2

2

2 3
3 2ij ik kj ij ij

JS s s J s
J

   。那么非共轴塑

性应变可定义为 

pn n

t

1d dij ijs
H

                （18） 

式中：Ht为非共轴塑性模量，此形式还被改写为 
pn npd dij ijkl kl  C              （19） 

式中： np
ijklC 为非共轴柔度张量，形式为 

np

t

1
2

ik jl il jk kl ij ij kl ij kl
ijkl

mn mn mn mn mn mn

s s S S
H s s S S

     
 

 
    

 
C   

                                       （20） 
从式（17）可以看出，非共轴塑性流动方向与

当前应力状态方向正交，对于包含主应力轴旋转的

加载条件，该定义形式能够合理反映非共轴特性。 
然而对于 Miura 等[3]和 Gutierrez 等[12]进行的

Toyoura 砂空心圆柱剪切试验（如图 2 所示），在单

调加载过程中始终保持主应力轴方向 （大主应力

与竖直方向或沉积方向的夹角）不变，若采用式（19）
的定义方式，总有 

np d 0ijkl kl C             （21） 

 

 
(a) 试样加载情况            (c) 主应力轴方向 

图 2  空心圆柱试样的加载方式及应力状态 
Fig.2  Applied loads and stress components in a  

hollow cylindrical 
 

此式说明，在固定主应力方向单调加载条件下

无非共轴塑性应变产生，而这是与试验结果相矛盾

的。而式（21）所得到的结论可用图 3 来进行直观

地说明。考虑到 Gram-Schimit 正交化理论反映的是

多维张量空间内的投影法则，如图 3 所示，不妨采

用向量的投影法则来类比张量的投影法则。需要注

意的是，将张量 2n 投影到张量 1n 上时，若张量 1n 与

2n 在三维空间坐标系中夹角为 ，那么在图示 3 中

的空间中夹角关系为 2 。于是，从图 3(a)和图 3(b)
可以发现，当两张量空间夹角 为 0o和 90o时，两

张量的共线， 2n 在 1n 的正交（垂直）方向上无分解

量，而对于其他 角，则有分解量。那么，式（21）
所反映的关系正是图 3(a)所表示的关系，即由于当

前应力状态（类比为 1n ）与应力增量（类比为 2n ）

共轴（共线），那么应力增量在当前应力状态正交方

向上的分解为 0。 
 

 
(a)  =0°           (b) 0°< <90°           (c)  =90° 

图 3  张量投影法则说明 

Fig.3  Interpolation of tensor projection 
 
基于上述认识，需要寻找特定的应力张量方向，

使得应力增量方向在其正交方向上投影时，除 为

0o和 90o外，应力增量在该正交方向上都有分解量，

这也就意味着存在非共轴流动，那么该方向不妨命

名为参考方向。分析表明，选取与当前应力状态主

应力张量数值一致，而基矢量与一般物理空间的基

矢量一致的张量作为参考方向，能得到与试验现象

相符合的结果。因此，将该张量定义为参考主应力

张量，其形式为 

p

2sin π 0 0
3

2 0 sin( ) 0
3

20 0 sin π
3

ij q







    
  

 
 

      

s  （22） 

可以看出，该张量为与当前应力状态具有相同 Lode
角的一类应力张量中 o0  的情况。 

那么基于此分解方法的非共轴流动方向定义为 

d p d p
non d p p

p p p p
kl kl kl kl

ij ij ij ij
mn mn mn mn

n s n Sn n s S
s s S S

 
         （23） 

式中： p p p p3
2

2

32
3 2ij ik kj ij ij

JS s s J s
J

   ； d d
d

ij
ijn  


 为单 

 
r 

W 

MT

z 

1  
 

2  
3  

r  

z  

  

z  

z  

ip  op  (b) 单元应力状态 

2 

2n  
2n  

2n  

1n  1n  1n  
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位应力增量。 
同时，考虑到试验中砂土越接近临界状态，变

形的非共轴性越弱的现象，参考 Lashkari 等[15]建立

非共轴函数将共轴项和非共轴项耦合的方法，最终

将非共轴塑性应变增量定义为 

pn non
n

p

d d 1ij ij
M k n
M



 
 

   
 

       （24） 

式中： 、 nk 为材料参数，用于控制非共轴应变的

量级。 
于是，总的流动法则为 

p non

p

d 1ij n ij
ij

Q M k n
M



 


           
    （25） 

4  Toyoura 砂非共轴特性模拟 

采用本文提出的各向同性基于材料状态相关非

共轴本构模型，分别对属于非比例加载情况下

Toyoura 砂的单剪试验和空心圆柱剪切试验进行了

数值模拟，同时文献[11]中的非共轴模型的对应模

拟结果也将用于比较，以验证本文修正的非共轴流

动法则的有效性。具体用于分析的模型参数如表 1
所示： 

 
表 1  状态相关模型参数 

Table 1  Parameters of state-dependent model 
弹性参数 临界状态参数 剪胀参数 硬化参数 非共轴参数 

0 125G   cs 1.25M   0 0.88d   1 3.15h   0.5   

0.25v   0.934e   3.5m   2 3.05h   n 2.0k   

 c 0.019    1.1n    

 0.7      

 
相较于 Li 等[17]采用的临界状态模型参数，本模

型增加了非共轴参数  和 nk 。基本的临界状态模型

参数的标定方法在文献[19]已有了详细说明，而新

增的两个非共轴参数 nk 和  则需通过两组
o o0 90  和 的固定主应力轴夹角的单调加载

试验来标定，可利用式（24）得到 

p1
p1

p2
p2

1 /dln / ln
1 /d

z

z

M M
M M










  
        

      （26） 

标定中需要两组 p
sz M   或（ pd z M    

p
s ）曲线， nk 可在  确定后通过拟合其中一条

p p
sd z M   曲线来标定。 

4.1  空心圆柱单剪试验 
Pradhan 等[24]采用空心圆柱剪切仪，利用应变

控制的方法对 Toyoura 砂进行了排水与不排水的单

剪试验，其中土单元试验的试样受载变形如图 4 所

示。 
 

 

图 4  单剪试验中试样变形 
Fig.4  Torsional simple shear deformation 

 
在排水试验过程中，控制 d 0z  、 d   0、

d 0r  ；在不排水试验中，控制d 0z  、d   0，
d 0r  。其中，竖向有效应力 z  98.1 kPa，侧向

压力系数 0K  0.5，在模拟过程中研究主应力方向

夹角 、主应变增量方向夹角 、主应力增量方向

夹角  的变化规律，3 个夹角方向的定义一致，如

图 4 所示，都为与 z 轴的夹角。 
其定义分别为 

2
tan 2 z

z








 



            （27） 

2d
tan 2

d d
z

z








 



           （28） 

2d
tan 2

d d
z

z








 



          （29） 

文献[11]中的非共轴模型模拟与试验结果的对

比如图 5 所示，本文模型的模拟结果与试验结果的

对比如图 6 所示。图中的试验数据取自文献[24]中
编号为 CTSS05 和 CTUDD2 两组试验。图 5 的结果

显示文献[11]中的非共轴模型模拟的主应力夹角和

主应变增量夹角的结果较好，而在预测排水过程的

主应力增量夹角与试验结果存在较大偏差。图 6 的

结果表明本文的非共轴模型对于排水的模拟结果有

较好地改进，同时也能很好模拟其他条件的试验结

果。总的来讲，改进的非共轴流动法则同原有的非

共轴流动法则一样，同样能较好地模拟单剪试验中

的非共轴行为。 

z 

 

r 

 
1  

  
z  

z  

z  

z  

r  
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(a) 排水条件 

 
(b) 不排水条件 

图 5  夹角 ,  ,  与剪应变z 的关系（文献[11]的模型） 
Fig.5  Relationships among  ,  ,  and z  

( the model in reference [11]) 
 

 
(a) 排水条件 

 
(b) 不排水条件 

图 6  夹角 ,  ,  与剪应变z 的关系（本文模型） 
Fig.6  Relationships among  ,  ,  and z  

(the model in this paper) 

4.2  空心圆柱剪切试验 
空心圆柱扭剪试验能够在加载过程中实现应力

主轴的旋转，可以更为合理而准确地研究非比例加

载情况下土体的响应。文献[3, 12]中的试验均采用

应力控制的方法对 Toyoura 砂进行扭剪试验，就其

试验加载条件可分为两类；分别为①保持平均主应

力 p 和应力主轴方向不变，中主应力系数 b=0.5，
增加应力比 1 3 1 3 m( ) / ( ) sin       ，直至破坏

（式中 m 为发挥摩擦角）；②保持平均主应力 p 和

应力比不变，中主应力系数 b=0.5，改变应力主轴

方向。 
在固定的应力主轴方向下进行单调剪切，

Gutierrez 等[12]总结了不同应力主轴夹角（ =0o、

15o、30o、45o、60o、75o、90o）的应力路径及其塑

性应变增量方向分布情况，如图 7(a)所示。对于这

种加载条件的试验，文献[11]模型的模拟结果如图

7(b)所示，本文模型的模拟结果如图 7(c)所示。 
从图 7 的模拟结果来看，文献[11]中的非共轴

模型无法模拟固定主应力轴方向单调加载试验的非

共轴现象，而本文模型能够很好地描述这种非共轴

现象，但由于这两种模型都是各向同性模型，所以

图 7(a)和 7(b)中的峰值应力面都是过坐标原点的

圆，而试验中由于存在各向异性，所以圆心偏离且

不规则。在单调加载过程中，塑性应变增量方向随

应力的变化规律如图 8 所示。对于 =0o和 90o的情

况，塑性应变增量与应力状态方向一致，图中表现

为两条竖直线，因为在这两种加载条件下，切应力

z 以及d z 始终为 0，那么塑性应变 pd z 也始终为

0，根据式（28）计算得到的塑性应变方向角也为 0。
而 =45o的整个加载过程中，应力状态和应力增量

始终为 

0 0
0 0 0

0 0

z

ij

z










 
   
  

及

0 0 d
d 0 0 0

d 0 0

z

ij

z










 
   
  

  

                                      （30） 
这就意味着计算得到的塑性应变只有 pd z 不

为 0，其他量都为 0，所以计算的方向角始终为 45o。

总的来讲，本文模型能合理描述塑性应变主方向角

的偏离规律以及这种角度偏离随应力接近临界状态

而减弱的现象。值得注意的是，这样的试验现象在

Cai 等[25]试验中也被观察到。由此可以推断，非共

轴行为在一定程度上是由切应力引起的。 
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(a) 试验结果[12] 

 
(b) 文献[11]模型的结果 

 
(c) 本文模型结果 

图 7  不同主应力方向应力路径塑性应变增量方向 
Fig.7  Plastic strain increment in different stress paths with 

various principal stress directions 
 

 
图 8  不同主应力方向应变路径塑性应变增量 

方向随应力的变化 
Fig.8  Variation of plastic strain increment direction with 

stress in different stress paths with various  
principal stress directions 

在纯应力主轴旋转剪切试验过程中，受载土体

先单调剪切至某一应力比 1 3 1 3( ) / ( )       

msin ，然后保持 p 和 q 值不变，只改变主应力轴

方向。图 9 为不同应力比（对应于 m = 20o、30o、

40o）进行纯扭剪时，文献[11]模拟主应力方向夹角

与应变增量方向夹角之间关系，并与 Gutierrez 等[12]

的试验结果进行对比。由于本文采用应力、应变 9
分量的形式进行计算，结果与文献[11]中对应结果

不同。从图上可以看出，不同应力比得到的非共轴

线重合，模拟的非共轴角要大于试验的结果，且不

随 m 的变化而变化。由于纯扭剪试验是接近于中性

加载的卸载模式，按照传统的塑性理论，计算的塑

性标量因子为 0，所以图中反映的是模型中非共轴

塑性应变增量的变化规律。而对于本文模型，非共

轴流动法则与塑性标量因子相关，导致计算的塑性

应变增量始终为 0，则表明本文模型无法模拟这种

试验。解决卸载中的塑性问题需要引入边界面的概

念，不是本文的论述重点，将在另一篇文章中做详

细讨论。 
 

 
图 9 主应力方向夹角和塑性主应变夹角 

Fig.9  Rotational angles of principal stress and plastic 
principal strain rate 

 

5  结  语 

（1）新的模型能够合理的模拟空心圆柱单剪试

验模拟中砂土的非共轴行为。另外，新模型中改进

的非共轴流动法则能够合理描述主应力方向固定的

空心圆柱扭剪试验中的非共轴行为，而这是原有非

共轴模型无法实现的。 
（2）对于纯扭剪试验，由于新模型仍然基于传

统的塑性理论，对于卸载和中性加载情况，无塑性

变形产生。而未修正的模型由于非共轴塑性应变与

共轴塑性应变相独立，不受塑性加载因子影响，能

够得到非共轴现象中主应力方向夹角与主塑性应变

增量方向夹角的关系。但只能反映两夹角的不一致

m =20°试验[12] 
m =30°试验[12] 
m =40°试验[12] 
模拟结果
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性，不能反映非共轴线随应力比的变化趋势。 
总的来讲，新提出的非共轴流动法则以及与之

对应非共轴模型是合理而有效的，能够描述试验中

主要的非共轴现象。但此各向同性模型还需要扩展

用以考虑砂土变形中的各向异性以及卸载中的塑性

问题。 
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