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摘  要：目前，岩土工程中常用的塑性屈服准则多为局部不可导的分段函数，在隐式有限元求解中均采用显式向前欧拉法更

新应力和 Newton-Raphson 迭代法求解方程。但显式向前欧拉法容易导致应力偏离屈服面和计算不收敛，而 Newton-Raphson

迭代法需频繁求导，对于分段函数而言这些方法均不利于求解。为此，提出了采用半隐式向后欧拉法和免导数的 Steffensen

迭代法联合更新应力与一致切线模量的方案。根据上述方案，利用 ANSYS 提供的 UserMat 模块编写了基于统一强度理论与

拉破坏复合屈服准则的理想塑性模型。用自定义的本构模型模拟深埋圆形巷道弹塑性开挖过程，数值模拟结果与理论解很好

地吻合，验证了模型代码和所提出方案的正确性和可行性。采用半隐式向后欧拉法与 Steffensen 迭代法相结合的手段，可简

化应力与一致切线模量的求解，该方法避免了应力偏离屈服面和求解流动函数偏导，算法简便，易于推广应用。 
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Abstract: Currently, locally non-differential piecewise functions, the explicit forward Euler method (EFEM), and the 

Newton-Raphson iteration method (NRIM) are commonly adopted plastic yield criterions for implicit finite element solution. 

However, the EFEM will cause stress deviation from the yield surface and lead to non-convergent result, and the NRIM needs to 

frequently calculate derivative of yield criterion. They are both inconvenient for non-differential functions. A method combining the 

semi-implicit backward Euler method and the Steffensen iterative method is proposed for these piecewise yield criterions to update 

stress and consistent tangent modulus. The combination method is applied to write code in ANSYS’s UserMat module for an 

elastic-perfect plastic constitutive model, based on a composite unified strength criterion with unified strength theory and tension 

cut-off. Then the custom constitutive model is applied to simulate excavation process of a deep circular tunnel, and the numerical 

simulation results fit well with the theoretical solutions, which verifies the correctness and practicability of the model and the 

combination method. The combination method can prevent stress deviation from the yield surface and does not need to solve partial 

derivatives of the plastic flow function. It is simple and easy for popularization and application. 

Keywords: semi-implicit backward Euler method; Steffensen iteration method; unified strength theory; tension cut-off; ANSYS 

secondary development 

 

1  引  言 

有限元常用的本构积分方案有：显式向前欧拉

法、全隐式向后欧拉法与半隐式向后欧拉法。采用

显式向前欧拉法更新应力，常导致应力点偏离屈服

面，且连续切线模量会降低计算的收敛速度，易导
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致计算结果不收敛。全隐式向后欧拉法更新应力时，

其塑性流动方向未知，需求解塑性流动函数的偏导，

算法复杂，对于关联流动准则要求屈服函数具有二

阶可导性。采用半隐式向后欧拉法更新应力，其塑

性流动方向在求解时是已知的，只需求解塑性乘子，

算法简便，对屈服函数没有可导性要求。 

目前岩土类的屈服准则多为分段函数（如摩尔-

库仑准则、统一强度准则、帽子模型、拉伸截断模

型等），屈服函数局部不可导，在隐式有限元求解中

使用全隐式算法比较复杂，常用的是显式算法。 

非线性方程数值求解常用的方法有：二分法、

牛顿法、割线法、不动点迭代法等。其中，二分法

对函数没有可导性要求，但收敛速度慢；牛顿法主

要有 Newton-Raphson 迭代法，具有二阶收敛速度

（收敛快），需求解函数的导数；割线法类似于牛顿

法，但不需要求函数的导数，收敛速度一般；不动

点迭代法主要包括 Picard 迭代法和 Steffensen 迭代

法，一般的迭代法收敛速度慢且计算结果可能不收

敛，这时采用 Steffensen 迭代法不仅可以保证计算

结果的收敛性，还可以提高收敛速度（二阶收敛），

不动点迭代法对函数没有可导性要求。 

本文针对统一强度理论与拉破坏复合屈服准则

进行 ANSYS 二次开发，本构积分方案采用半隐式

向后欧拉法，并使用免导数的 Steffensen 迭代法求

解非线性方程。 

2  本构积分方案 

在各向同性线性弹性小变形的框架下，应力-

应变关系为 

: 2 dev( ) tr( )K  C I          （1） 

式中：C 为弹性刚度； 为剪切模量；K 为体变模

量；I 为单位张量；dev( ) 为应变偏量； tr( ) 为应

变张量的迹。 

假设屈服准则为 

( , ) ( ) ( ) 0F q F g q           （2） 

式中：q 为等效塑性应变。 

设 nt 时刻材料微元的应力为 n 、应变为 n 、塑性应

变为 p

n 、等效塑性应变为
nq ，已有

1nt 
时刻的应变

增量 d ，计算试应力 trial

1n 为 

trial

1 : dn n    C            （3） 

当  trail

1 , 0n nF q ≤ 时，没有发生塑性屈服， 1nt  时刻

的应力 trial

1 1n n   ，一致切线模量 a lg C C ；当

 trail

1 ,  0n nF q  时，材料发生塑性屈服，此时采用

半隐式向后欧拉法更新应力与一致切线模量。 

求出
nt 时刻的流动方向

nr （单位化），在试应力

点沿着
nr 回退到某一屈服面  1 1, 0n nF q   上，得

塑性应变增量
n r ，等效塑性应变增量 2 3  （详

见图 1）[1]。 

 

 
图 1  关联流动法则的半隐式向后欧拉法 

Fig.1  Semi-implicit backward Euler method for 

associative plasticity 
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式（4）中只需求出塑性乘子  。对于局部不

可导的分段线性屈服函数，考虑采用免导数的

Steffensen 迭代法求解  。对式（4）化简得只含 

的非线性方程为 

   trail

1 : , 2 3 0n n nF q f          C r   （5） 

用 Steffensen 迭代法求解非线性方程   0f    ，

其中 510 ( )ng q  ，用来单位化  f  并使其值

与  保持同一量级。Steffensen 迭代法求解上述方

程的表达式如下[2]： 
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                                        （6） 

迭代式（6）直至  1kf   < 1010 ，得 1k    

将  代入式（4）更新应力、塑性应变与等效塑性

应变。非关联流动法则下半隐式向后欧拉法的一致

切线模量表达式为[1] 
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 （7） 

半隐式向后欧拉法求解应力与一致切线模量较

为简便，该方法无需求解流动函数偏导，不会导致
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应力偏离屈服面，算法采用一致切线模量收敛快，

属于无条件收敛算法。半隐式向后欧拉法的一致切

线模量是非对称的，求解时要用非对称求解器。 

3  屈服准则及关联流动法则 

3.1  统一强度理论与拉破坏复合屈服准则 

1991 年西安交通大学俞茂宏教授[3]提出了可以

合理反映材料中间主应力效应的统一强度理论。采

用应力不变量
1I 、

2J 和 表示统一强度理论与拉破

坏复合屈服准则为[35] 
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                                        （8） 

式中：c 为黏聚力；为内摩擦角；
t 为单轴抗拉

强 度 ，
t 2 cos / (1 sin )c    ，

c 2 cos /c   

(1 sin ) ， t c   ； 为双剪理论定义的应力

角； , 符号表示取两者中的最大值。符号定义为拉

正压负。 

统一强度理论反映了中间主应力对材料强度影

响的区间性，通过对参数 、 b 的合理取值可得到

适用于具体岩体的强度准则。 

3.2  关联流动法则及其奇异性处理 

本文采用关联的流动法则，统一强度理论与拉

破坏复合屈服准则的塑性流动方向为[45] 

21
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式中： ij 为偏应力主分量； ij 为剪应力。 

联合式（8）～（10）可求得屈服函数法线方向 F  ，

将其单位化得塑性流动方向。 

该模型的法线方向 F  可划分为 3个无奇异

性区域和 9 个奇异性邻域。其中 3 个无奇异性区域

为：
1 2 3,F F F 、

2 1 3,F F F 、
3 1 2,F F F ，这

些区域内的法线方向取为最大值函数的法线方向。

在 0  、 60  以及
1F 、

2F 、
3F 交界处的法线

方向存在奇异性，可采用以下方法对这 9 个奇异性

邻域进行处理[45]： 

（ 1）在 1 2 3,F F F 时 0   的邻域、
2F   

1 3,F F 时 60  的邻域以及 3 1 2,F F F 0  和

60  的邻域，
1C 、

2C 、
3C 取为 

0 00

lim lim 2 1,2,3i i iC C C i
    

  

 
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    （11） 

当 1 2 3,F F F ， 0  时，有 
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当 2 1 3,F F F ， 60  时，有 
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当 3 1 2,F F F ， 0  时，有 

1 2 3

2

1 4 1
, ,

3 33 3
C C C

J
          （14） 

当 3 1 2,F F F ， 60  时，有 

1 2 3

2

1 2 1
, ,

3 63 3
C C C

J
          （15） 

（2）在 1 2 3F F F  、 1 3 2F F F  、 2 3 1F F F 

和 1 2 3F F F  的邻域法线方向取为相交区域法线

方向的平均值。 

（3）在 2 0J  的邻域，流动张量在各个方向均

一致，取 1 2 31 3, 0, 0C C C   。 

其中 1 2 3F F F  的邻域为 4

1 2 t 10F F   ≤ ，
4

1 3 t 10F F    ； 0  的邻域为  0 ,0.1    ；

60  的邻域为 [59.9 ,  60 ]    ； 2 0J  的邻域为
4

2 t 10J  
≤ ，其余的邻域可类比确定。将上述所

得法线方向单位化可得到式（4）、（7）中的 nr 、
1nΛ 。 

4  模型代码的验证 

在 ANSYS 的 UserMat 子程序中编写基于统一

强度理论与拉破坏复合屈服准则的理想塑性模型，

将编写的子程序编译连接到 ANSYS15.0 生成自定

义版的 ANSYS。用自定义的本构模型计算以下算
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例，并将计算结果与理论值比较，用以校验所编写

模型的正确性。 

已知圆形巷道（见图 2）半径为 a ，内侧支反

力为 p ，围岩区域半径为 R ，外侧围压为 q，弹性

模量为 E ，泊松比为 v ，内摩擦角为，凝聚力为 c ，

单轴抗拉强度为
t 。假设：①模型处于平面应变  

状态且 q p  ；②初始地应力场由模型未开挖时外

圆上的压力 q作用得到；③围岩的屈服函数满足统

一强度准则和非关联的 Mohr-Coulomb 流动法则。

可求得塑性区径向应力
r 与环向应力  的理论解

为[610] 

 

 
图 2  深埋巷道开挖分析模型 

Fig.2  Analysis model for deep tunnel excavation 
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  （16） 

若围岩区域较大，则计算所得的塑性区半径 pR

近似为无限域时的塑性区半径： 
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        （17） 

围岩有限域时，弹性区应力分布为 
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 （18） 

式中： pk R / R 。 

围岩有限域时，弹性区径向位移
ru 为 
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塑性区径向位移
ru 为 
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                                       （20） 

式中：  为 Mohr-Coulomb 流动准则的剪胀角。 

当 , 0b   时，退化为关联的摩尔-库仑准

则，取 a =5 m，R=30 m，E=50 GPa，v =0.27， =25°，

c=6 MPa，
t =5 MPa，p=0 MPa， q =25 MPa。在

ANSYS15.0 上用自定义的本构模型模拟巷道开挖

后的应力场。模拟时采用平面 183 轴对称单元，模

拟区域取为巷道半径的 3～5 倍，长×宽为 30 m×  

20 m，上、下边界处施加镜像位移约束，外边界施

加 50 MPa 的均布压力，先求解地应力场，再用

ANSYS 的生死单元技术将巷道内的单元杀死，导

入上一步求解的地应力场求解巷道开挖后的应力分

布。模型网格划分后共有 3 000 个单元与 9 221 个节

点（见图 3）。 

 

 

图 3  深埋巷道数值模拟模型 

Fig.3  Numerical model for deep tunnel excavation 

 

对比 x 轴沿线上弹、塑性区应力场与位移场的

数值解与理论解（见图 4、5）。径向应力最大相对
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误差为 0.816%，平均相对误差为 0.206%；环向应

力最大相对误差为 1.002%，平均相对误差为

0.111%；径向位移最大相对误差为 0.163%，平均相

对误差为 0.108%。模拟结果表明，数值解与理论解

间的误差较小，满足工程精度要求，可以说明基于

统一强度理论与拉破坏复合屈服准则的理想塑性模

型编写正确，这也验证了本文所提出的采用半隐式

向后欧拉法和免导数的 Steffensen 迭代法联合更新

应力与一致切线模量的方案的可行性。 

 

 
图 4  环向应力与径向应力数值解与理论解比较 

Fig.4  Comparison between numerical result and 

analytical result of circumferential stress and radial stress 

 

 

图 5  径向位移数值解与理论解比较 

Fig.5  Comparison between numerical result and 

analytical result of radial displacement 

 

5  结  论 

（1）本文结合半隐式向后欧拉法和 Steffensen

迭代法在 ANSYS 提供的 UserMat 子程序上编写了

基于统一强度理论与拉破坏复合屈服准则的理想塑

性模型。用自定义的本构模型模拟深埋圆形巷道弹

塑性开挖过程，模拟结果与理论值的误差较小，满

足工程精度要求，表明模型代码编写正确。 

（2）半隐式向后欧拉法兼具显式和全隐式积分

方案的优点，算法无条件收敛，不会导致应力偏离

屈服面，且无需求解流动函数偏导，便于更新应力

与一致切线模量。Steffensen 迭代法用于免导数求解

非线性方程，具有二阶收敛速度。对于局部不可导

的分段屈服函数，采用半隐式向后欧拉法与

Steffensen 迭代法相结合的手段，可简化应力更新与

一致切线模量的求解，该方法具有收敛性强、稳定

性好的特点，易于推广应用。 
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