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准脆性材料断裂模拟方法研究 
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摘  要：针对岩石、混凝土类准脆性材料的断裂过程模拟，发展了基于黏聚裂纹模型的虚节点扩展有限元法，并给出了该法

的数值原理和控制方程。通过三点弯曲梁拉伸断裂、单边缺口试件Ⅰ-Ⅱ复合型断裂和 Nooru-Mohammed 试验多裂纹断裂等

典型算例，并与已有解或试验结果对比，表明该法适合于模拟准脆性材料由张开型裂纹支配的断裂过程。相对于节点分离有

限元法，该法无需预设开裂路径；相对于塑性损伤有限元法，该法能够可靠模拟多裂纹曲线扩展；相对于标准扩展有限元法，

该法无需引入裂尖单元，避免了应力强度因子的计算；相对于高阶富集扩展有限元法，该法具有良好的适用性，便于得到收

敛的计算结果。此外，基于单元的位移场描述使其更易于嵌入常用有限元软件，从而利用后者良好的非线性计算功能求解复

杂问题。 
关  键  词：扩展有限元法；虚节点；黏聚裂纹模型；准脆性材料；裂纹扩展 
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A method for simulating fracture in quasi-brittle materials 
 

YAN Xiu-fa1, 2,  QIAN Qi-hu1,  ZHAO Yue-tang1,  ZHOU Yin-zhi1 
(1. State Key Laboratory of Disaster Prevention & Mitigation of Explosion & Impact, Army Engineering University of PLA, 

Nanjing, Jiangsu 210007, China; 2. PLA 91550 Unit, Dalian, Liaoning 116023, China) 
 

Abstract: Based on the cohesive crack model, a virtual node extended finite element method (XFEM) was developed to simulate the 
fracturing process of quasi-brittle materials, such as rock and concrete. Numerical principles and governing equations of this method 
were also proposed. Typical numerical examples were presented, including tension fracture of the three-point bending beam, I–II 
mixed mode fracture of a single edge notched specimen and fracture of multiple cracks in the Nooru-Mohammed experiment. 
Moreover, these results were compared with existing solutions or experimental results. It is found that this method is suitable to 
simulate fracturing process of quasi-brittle materials dominated by opening-mode cracks. Pre-assignment of crack-growth paths is not 
necessary for the proposed method, in comparison with the node-separation finite element method (FEM). Contrary to the 
plastic-damage FEM, this method also can reliably simulate the propagation of multiple cracks. Meanwhile, it is not necessary to 
introduce crack-tip elements and calculate stress intensity factors in comparison with the normal XFEM. Lastly, it is particularly 
applicable to the acquirement of convergent computational results by contrast with the XFEM with higher-order enriched elements. 
Moreover, the developed method can be easily embedded into conventional finite element software to solve complex problems by 
applying powerful nonlinear computational functions of the latter for its displacement description based on elements.  
Keywords: extended finite element method (XFEM); virtual node; cohesive crack model; quasi-brittle materials; crack propagation 
 

1  引  言 

断裂是岩石、混凝土等准脆性材料的主要破坏

形式，数值模拟是揭示其断裂机制的重要手段。常

规有限元法求解裂纹类强间断问题仍存在一定的局

限性，如裂尖区域单元局部细化、裂纹面与单元边

界一致以及随裂纹扩展进行的网格重构等，给断裂

过程模拟带来极大的困难。 
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扩展有限元法[1]的提出，显著发展了裂纹扩展

模拟技术。该法通过在位移模式中加入跳跃函数和

裂尖渐近位移场函数，实现了网格剖分与裂纹构形

的相互独立，避免了裂纹扩展过程中的网格重构，

从而克服了常规有限元法的局限性，受到了广泛关

注。然而该法仍处于完善之中，如基于节点影响域

的自由度富集判断方法存在缺陷，对单元类型的支

持还不够丰富以及难以模拟多裂纹扩展等问题。与

上述标准扩展有限元法基于单位分解的特殊函数插

值方法不同，Hansbo 等[2]采用等参元的位移插值模

式,提出了虚节点扩展有限元法的思想，Song 等[3]

进一步发展了该法的断裂力学计算形式。Pan 等[4]

应用虚节点扩展有限元法模拟了混凝土拱坝的开裂

过程，结合试验并对比其他方法评估了计算结果。

但这种仅针对特别实例进行的研究缺乏代表性，虚

节点扩展有限元法仍需要深入的数值试验来确定其

模拟准脆性材料断裂的适用性。 

本文发展了基于黏聚裂纹模型的虚节点扩展有

限元法，结合典型算例，通过与节点分离有限元法、

塑性损伤有限元法和标准扩展有限元法以及高阶富

集元法的模拟结果相互对比，评估了该法模拟准脆

性材料断裂过程的适用性，并给出了改善计算收敛

性的数值技巧。在已有研究[5]对商业有限元软件扩

展有限元法功能模块的可靠性和实用性提出质疑的

背景下，本文工作具有特殊的意义。 

2  基于黏聚裂纹模型的虚节点扩展
有限元法 

2.1  虚节点扩展有限元法 
假定裂纹沿单元逐一扩展，裂纹尖总是终止在

单元边界上，如图 1 所示，虚节点扩展有限元法的

数值原理是，在真实单元各节点上设置相应的虚拟

节点，单元一旦开裂，则该单元上的虚拟节点即被

激活，真实单元分解成为两个重叠的虚拟单元 1 和

2，每个虚拟单元由真实节点和虚拟节点构成，则裂

纹单元的位移场可以看作系数为 Heaviside 阶跃函

数的两虚拟单元的加权叠加 

1 2

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )I I J J
I J

N H Φ N H Φ
 

   
S S

u X u X u X  

（1） 
式中：NI(X)和 NJ(X)为常规有限元形函数；I、J 分

别表示虚拟单元 1、2 的节点编号； 为符号距离

函数，如图中所示,在裂纹面上 0  ，在裂纹一侧

为正，另一侧为负；H(x)为 Heaviside 阶跃函数：当

x>0 时， ( ) 1H x  ，当 x≤0 时， ( ) 0H x  ；S1、S2

分别为虚拟单元 1 和 2 的节点集合；当 0  ，u1
I 

uI，u2
J = uJ + aJ；当 0  ， u1

I =uI aI和 u2
J uJ ；

其中 uI 和 uJ 为常规有限元节点自由度，aI 和 aJ 为

引入 Heaviside 函数产生的附加自由度。由虚拟单元

在裂纹面上的位移差可得裂纹两侧的位移跳跃为 

1 2

1 2
( )=0[ ] ( ) ( )I I J J Φ

I S J S
N N

 
   Xu u X u X   （2） 

裂纹法向张开和切向滑动位移分别为 

   n t n,       n u u n        （3） 

式中：n 为裂纹面的单位外法线方向矢量。 
 

 

图 1  裂纹单元分解示意图 
Fig.1  Decomposition of a cracked element 

 
岩石、混凝土类准脆性材料的断裂过程应用黏

聚裂纹模型描述，考虑求解区域 ， t 和 c 分别

为该区域的 Neumann 边界与裂纹面，并记  为密

度， 为应力，b 为体力，t 为 Neumann 边界作用

力， 为裂纹面黏聚力，则对于准静态问题，由动

量定理等效积分的弱形式可得 

t
t: d d d
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根据变分原理，可得离散方程为 
2 2
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（5） 

式中：e 为虚拟单元编号；N 和 B 分别为形函数矩

阵与应变矩阵。 
2.2  黏聚裂纹模型 

黏聚裂纹模型[6]准脆性材料断裂过程中裂纹面

上的黏聚力 n t{ , }  可应用如图 2 所示的双线性

本构关系计算，假设起裂前材料的初始刚度为 K0，

当最大主应力超过材料的拉伸强度 0 时材料基体

开始起裂，裂纹扩展方向与最大主应力方向垂直。 

  < 0 

  > 0 

1 2 

   < 0 

  > 0 

裂纹面 
( 0) n 

真实单元       虚拟单元 1         虚拟单元 2 
1 2 1 2 

4 3 4 3 4 3 

真实节点        虚拟节点 

 
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图 2  黏聚裂纹双线性本构关系 

Fig.2  Bilinear traction-separation law for cohesive cracks 
 

定义裂纹面等效开度为 

2 2
eq n t             （6） 

由起裂准则有裂纹初始开度： 

0 0
eq

0K


               （7） 

随着 eq 增加，材料基体逐渐相互分离，当裂纹

张开消耗的能量达到材料的断裂能 GF，即图 2 中三

角形 OAB 包围区域面积时，基体完全断裂分离,此
时裂纹临界开度为 

           F F
eq

0

2G



               （8） 

材料完全断裂后，为避免（反向加载）裂纹闭

合时裂纹面相互嵌入引入罚刚度 Kn。 
注意到加载过程中的卸载-再加载情形，令

max eqMAX( )  为起裂后裂纹的最大开度，与其对

应的材料刚度为 Kt，定义损伤变量为 

F 0
eq max eq0 t

F 0
0 max eq eq

( )
( )

K Kd
K

  
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
 


     （9） 

由 t 0(1 )K d K  进一步可得裂纹面等效黏聚

力为 

eq 0 eq(1 )d K           （10） 

对于势函数： 
eq

n t eq0
( ,  ) dΨ 
          （11） 

则有裂纹面法向和切向黏聚力为 

n t n
n eq

n eq

n t t
t eq

t eq

( ,  )

( ,  )

Ψ

Ψ
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 
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  
 

 
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
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 

     （12） 

3  数值算例 

3.1  三点弯曲梁的拉伸断裂 
如图 3 所示的混凝土三点弯曲梁问题，梁高度

T  0.15 m，长度 L  4T，宽度B  T，位移加载，

加载区域宽度 l  0.01 m。材料参数为弹性模量E   
36.5 GPa，泊松比  0.1，拉伸强度 0  3.19 MPa，
断裂能 FG  50 N/m。考虑平面应变情况，应用弧长

法求解。数值模拟得到的梁断裂变形以及为与已有

结果对比无量纲化后的加载区域 P（载荷）-D（位

移）曲线分别如图 4、5 所示。由图 4 可见，本文方

法得到的裂纹扩展途径完全反映了问题的拉伸断裂

特点，与裂纹实际扩展途径基本一致。对比图 5 所

示的节点分离有限元法解[7]以及图 6 所示的标准扩

展有限元法解（图中 r 为以裂尖为中心的富集区域

半径）[8]，本文解与这两种方法的计算结果都符合

得非常好。 
 

 

图 3  三点弯曲混凝土梁 
Fig.3  Three-point bending concrete beam 

 

 

图 4  三点弯曲梁的断裂变形 
Fig.4  Fracture deformation of three-point 

bending beam 
 

 
图 5  P (载荷)-D (位移)无量纲曲线 

Fig.5  Curves of non-dimensional P (Load)-D(Displacement) 
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图 6  P-D 无量纲曲线文献[8]解 
Fig.6  Curves of non-dimensional P-D given by Ref. [8] 

 

3.2  单边缺口试件（SEN）I-II 复合型断裂 
如图 7 所示为预制偏置裂纹的三点弯曲试件，

裂纹长度H  19 mm，试件长度 L  230 mm，高度

T  75 mm，宽度 B  25 mm，支撑跨距 2S      
205 mm，偏置裂纹位置为 S ，其中  为偏置系数。

材料参数为弹性模量 E  31.37 GPa，泊松比   
0.2，拉伸强度 0  4.4 MPa ，断裂能为 FG       
0.17 N/mm。令   0.25，计算结果如图 8、9 所示。

为便于与已知解[9]（加载位移约为 0.1 mm）对比，

图 9 中同时给出了标定在未变形网格上的相同加载

位移时的裂纹扩展路径。由图 8 试件加载至濒临折

断时（加载位移约 0.145 mm）的变形可见，本文解

明确反映了问题的 I-II 复合型断裂性质以及 I-II 复
合型断裂逐渐向 I 型断裂转变的断裂特点。如图 9
中与已知解加载点P-D响应曲线及裂纹扩展路径的

对比表明：本文解的裂纹扩展方向与文献[9]解基本

一致，裂纹扩展路径范围相差很小（本例中裂纹扩

展区域单元的横向和纵向尺寸为 1.437 5 mm×     
1 mm），且 P-D 响应曲线具有相同的数值趋势和较

小的误差。 
 

 

图 7  I-II 复合型断裂三点弯曲试验 
Fig.7  Three-point bending test on I-II mixed 

mode fracture 

 
 

图 8  试件断裂变形 
Fig.8  Specimen fracture deformation 

 

 
图 9    0.25 时 P-D 曲线和裂纹扩展路径 
Fig.9  P-D curses and crack-growth paths 

for   0.25 
 

3.3  多裂纹曲线断裂 
著名的 Nooru-Mohammed 试验[10]可以作为检

验准脆性材料断裂模拟方法是否有效的基准之一。

该试验如图 10 所示，预制双边中心缺口水泥砂浆试

样通过固定其上的 L 形钢架水平和垂直加载。水泥

砂浆试样尺寸为 200 mm×200 mm×50 mm，各边中

心缺口尺寸为 25 mm× 5 mm。先施加水平方向剪

力 Fs 至指定值，然后保持 Fs 恒定，再垂直方向位

移加载(Un)，加载过程中与 Un对应的载荷为 Fn。试

样材料参数为弹性模量E  30 GPa，泊松比  0.2，
拉伸强度 0  3.0 MPa，断裂能 FG  110 N/m。当

sF  10 kN 时，计算结果如图 11 和图 12 所示。 
 

 

图 10  Nooru-Mohammed 试验示意图 
Fig.10  Sketch of Nooru-Mohammed experiment 
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图 11  裂纹扩展路径和试件断裂变形 
Fig.11  Crack-growth paths and specimen 

fracture deformation 
 

 
图 12  Fn-Un曲线 

Fig.12  Fn-Un  curves 
 

如图 11 所示，本文方法得到的裂纹扩展路径完

全位于试验包络区内，不但与包络区的伸展方向一

致，而且与包络区轮廓线有相似的几何形状。图 11
中同时给出了试件的断裂变形图，对比图 13所示[11]

的裂纹近于平直扩展且交汇的塑性损伤有限元法预

测结果，本文得到的裂纹扩展路径充分体现了试验

特有的多裂纹并发，最大主应力方向偏转裂纹弯曲

扩展的特点。如图 12 所示，本文方法得到的 Fn（载

荷）-Un（位移）曲线与文献[12]应用指数型黏聚本 
 

 
图 13  裂纹扩展路径的塑性损伤有限元法解[11] 

Fig.13  Crack-growth paths obtained by the 
plastic-damage finite method[11] 

构关系曲线的扩展有限法解符合得较好，然而相对

试验曲线虽然变化趋势相同，但存在数值误差。事

实上，数值误差产生的原因是原试验给出的拉伸强

度和断裂能参数并非直接来自于实测，而是被高估

的推测值。因此，综合前面得到裂纹扩展路径结果，

此处对 Nooru-Mohammed 试验的模拟是可靠的。 

4  讨  论 

4.1  与标准扩展有限元法的比较 
3.1 节问题的标准扩展有限元法解[8]如图 6 所

示，但与本文算法相比，文献[8]中的方法要复杂得

多。该法的复杂性首先在于，为计及裂纹扩展过程

中裂尖位于单元内部的情况，相应引入了裂尖单元，

并以裂纹尖端位移渐近解作为裂尖单元位移场的特

定富集函数，但为了消除裂尖位置对计算精度的影

响，不得不对以裂尖为中心半径 r 区域内的节点都

应用富集函数，但 r 的取值目前仍具有经验性的特

点；其次裂纹扩展方向应用线弹性断裂力学的最大

周向应力准则确定，即 

2I I

II II

12arctan [ ( ) 8]
4

K K
K K

        （13） 

式中：KI和 KII 为 I 型和 II 型应力强度因子。 
由 2.1、2.2 节可见，虚节点扩展有限元法事实

上是标准扩展有限元法的简化：通过假设裂纹沿单

元逐一扩展，裂尖终止在单元边上，无需引入裂尖

单元，相应也克服了富集区域半径选择的经验性；

黏聚裂纹模型的应用，移去了裂纹尖端应力奇异性，

避免了应力强度因子的计算；令裂纹开裂方向与最

大主应力方向垂直，实际上是对最大周向应力断裂

准则的简化，降低了问题的复杂性，有利于提高计

算效率。本文算例表明，当单元尺寸足够精细时，

上述处理方法对分析结果影响不大，仍能得到裂纹

正确和光滑的扩展路径。 
4.2  与高阶富集元法的比较 

由 3.2 节问题的 I-II 复合型断裂特点，分析图 9
所示的裂纹扩展路径能够发现，文献[9]解应当比本

文解更接近试验结果，这是因为该文算法应用了高

阶富集函数，其富集单元的位移模式为 
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式中：ui 为常规有限元节点自由度；I 为单元常规

节点集合；J 为单元富集节点集合；i、j 为节点编

号；ukj(k 0～3)为富集节点附加自由度；hj 为与节

点相关的特征长度[9]。 

由式（14）可见，二次多项式被引入节点富集

函数，而本文应用的节点富集函数仅是保留其 u0j

项的低阶情况。从理论上讲，高阶富集元的应用能

够改进计算精度，但对于本例——存在极值临界 

点，具有急速跳过 (snap-through)特征的高度非线

性问题，除增加了计算量外，还可能引起收敛困  
难。由图 9 的 P-D 曲线可见，本文方法的加载量达

0.145 mm，此时试件接近折断，结构濒临完全失稳，

而文献[9]仅加载至约 0.1 mm，远小于本文算例加载

量。结构越接近完全失稳，问题的非线性响应越强

烈，因此，不排除该文算法之后遭遇收敛困难的可

能。对于高度非线性问题，数值模拟的首要任务是

得到收敛的计算结果，其次是提高解的精度。可见，

本文方法具有良好的适用性，便于得到收敛的计算

结果。 
4.3  改善计算收敛性的方法 

岩石、混凝土类不稳定材料的断裂过程模拟是

伴随着损伤软化与刚度衰减的高度非线性问题，如

何获得收敛的数值结果是始终需要关注的问题。由

数值原理可见，不同于一般扩展有限元法基于节点

影响域的位移场描述，虚节点扩展有限元法同常规

有限元法一样对位移场的描述都是基于单元的，因

此，更易于嵌入常用有限元软件，从而利用其良好

的非线性功能求解复杂问题，如选择 Newton 法或

弧长法求解非线性方程组以及引入黏性正则化。如

图 14 所示，当求解具有急速跳回（snap-back）特

点的问题 3.1 时，Newton 法因迭代发散导致求解过

程中断，改用弧长法后收敛困难被克服，得到了与

已知解符合得较好的数值结果。然而，若令问题 3.2
中   0.5，则如图 15 所示，按 Duvaut-Lions 正则

化原理[13]引入黏性（黏性系数 c  0.000 1 ）后才获

得收敛解。分析此时出现收敛困难的原因，首先是

虚节点扩展有限元法建立在单元水平上的裂纹扩展

模式使结构表现出过高的脆性响应，合理引入黏性

可以起到抵减作用；其次，对比图 15 和图 9 得到的

裂纹扩展路径和 P-D 曲线能够发现，  0.5 时问题

本身具有更显著的剪切断裂特点和较弱的拉伸断裂

性质，进而反映出虚节点扩展有限元法更适合模拟

其中张开型成分较大的断裂模式的数值特性。 

 

图 14  Newton 法和弧长法的解 
Fig.14  Solutions by Newton method and 

arc-length method 
 

 

图 15   P-D 曲线和裂纹扩展路径(   0.5, c 0.000 1) 
Fig.15  P-D curves and crack-growth paths 

(   0.5, c  0.000 1) 

5  结  论 

（1）针对岩石、混凝土类准脆性材料的断裂过

程模拟，发展了基于黏聚裂纹模型的虚节点扩展有

限元法，给出了存在和不存在初始裂纹、单一拉伸

型断裂和 I-II 复合型断裂、单裂纹断裂和多裂纹断

裂、平直扩展裂纹和弯曲扩展裂纹等涵盖该类材料

主要断裂形式的典型算例。与已有解或试验结果的

对比表明，该法适合于模拟准脆性材料由张开型裂

纹支配的断裂过程。 
（2）本文方法与其他断裂模拟方法的比较表明，

相对于节点分离有限元法，该法不需预设开裂路径；

相对于塑性损伤有限元法，该法能够正确模拟多裂

纹曲线扩展；相对于标准扩展有限元法，该法无需

引入裂尖单元，避免了应力强度因子的计算；相对

于高阶富集扩展有限元法，该法具有良好的适用性，

便于得到收敛的计算结果。此外，基于单元的位移

场描述使其更易于嵌入常用有限元软件，从而利用

后者良好的非线性计算功能求解复杂问题。 

（3）此处的计算经验表明，岩石、混凝土类不
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稳定材料的断裂过程模拟是伴随着损伤软化和刚度

衰减的高度非线性问题，首要的是得到收敛的计算

结果，因此，隐含在本文算例细节中的提高收敛性

的数值技巧同样需要给予关注。 
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《岩土力学》入选“第四届中国精品科技期刊” 

  

2017 年 10 月 31 日，“中国科技论文统计结果发布会”在北京国际会议中心举行。会议发布了“中国科技论文整体情

况”、“中国卓越论文统计报告”、“2017 年版中国科技期刊引证报告（核心版）”、“2016 年中国百种杰出学术期刊”、

“第四届中国精品科技期刊”等相关内容。《岩土力学》再次入选“中国精品科技期刊”，这是继《岩土力学》2011 年入

选“第二届中国精品科技期刊”后第 2 次入选。每届中国精品期刊入选数量 300 种。入选“中国精品科技期刊”也即入选了

“中国精品科技期刊顶尖论文（F5000）”项目来源期刊，此次《岩土力学》有 22 篇入选 F5000。 
另外，根据最新发布的“2017 年版中国科技期刊引证报告（核心版）”数据，《岩土力学》的影响因子为 1.275、总被

引频次为 8 304，继续处于力学学科和土木工程学科第 2 位。 

  


