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基于混合离散的砌石挡土墙边坡极限 

承载力下限分析 

李  泽 1，刘  毅 1，周  宇 1，王均星 2 
（1. 昆明理工大学 建筑工程学院工程力学系，云南 昆明 650500；2. 武汉大学 水资源与水电工程科学国家重点实验室，湖北 武汉 430072） 

 

摘  要：将极限分析下限法理论、混合数值离散思想和线性规划结合起来研究砌石挡土墙边坡的极限承载力。采用三角形有

限单元离散土体来模拟土体的连续介质力学特性，构建土体静力许可应力场的约束条件，采用块体单元离散砌石体来模拟砌

石体的非连续介质力学特性，构建砌石挡土墙的静力许可应力场的约束条件；同时建立有限元单元和块体单元交界面的约束

条件；然后以超载系数为目标函数建立求解砌石挡土墙极限承载力的下限法线性规划模型，并使用内点算法进行最优化求解，

获得边坡的极限荷载（或安全系数）和对应的应力场。通过 3 个算例的分析验证了所提方法的正确性。所提方法是将混合数

值离散思想引入极限分析领域的一次尝试。 
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Lower bound analysis of ultimate bearing capacity of stone masonry retaining 
wall slope using mixed numerical discretisation 
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(1. Faculty of Civil Engineering and Mechanics of Kunming University of Science and Technology, Kunming, Yunnan 650500, China; 
2. State Key Laboratory of Water Resources and Hydropower Engineering Science, Wuhan University, Wuhan, Hubei 430072, China) 

 

Abstract: Stone retaining wall is constructed to resist the lateral earth pressure. Its characteristic is regarded as a discontinuous 
medium, whereas the characteristic of the soil behind the wall is a typical continuous medium. In this paper, the ultimate bearing 
capacity of masonry retaining wall was studied by combining the lower bound theory, the mixed numerical discretisation and linear 
programming. Firstly, soil mass was discretised by triangular finite elements to simulate its continuum mechanics characteristics, 
while the masonry wall was discretised by rigid block elements to simulate its non-continuum mechanics characteristics. Thus, 
constraint conditions of the statically admissible stress field were both proposed for soil and the masonry retaining wall. Meanwhile, 
constraint conditions were also proposed for interfaces between finite elements and block elements. By considering the overload 
coefficient as the objective function, the linear programming model was established for calculating the ultimate bearing capacity of 
masonry retaining wall. In addition, the interior point algorithm was employed to solve the problems of linear mathematical 
programming. At last, the ultimate load (or safety factor) of slope and its corresponding stress field were obtained directly. Moreover, 
three typical examples were conducted to validate the proposed method. Therefore, this study successfully introduced the mixed 
numerical discretisation into the limit analysis. 
Keywords: soil slope; stone masonry retaining wall; limit analysis; lower bound method; ultimate bearing capacity 
 

1  引  言 

在我国基础设施建设过程中，出现了大量的砌

石挡土墙边坡工程。砌石挡土墙造价低廉、取材容

易、施工方便并能有效抵挡侧向土压力，因此其在

边坡治理支护设计中被广泛采用。在工程实践中砌

石挡土墙的破坏也经常发生，常见的破坏形式有砌

石挡墙滑移、倾倒、墙身断裂或坍塌等。 
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砌石挡土墙可分为干砌石挡土墙和浆砌石挡土

墙，由于石块的强度较高，挡土墙破坏时石材本身

一般不会发生直接的破坏，砌石墙体的破坏主要是

石块之间的接触面或砂浆层面的剪切滑移破坏，因

此砌石墙体具有典型的非连续介质力学特性。近年

来，众多学者从砌石墙体的体型设计[1]、砌石墙通

缝抗剪强度[2]、墙体抗震性能[3]等方面做了大量的

研究工作。砌石挡土墙背后的土体边坡具有典型的

连续介质力学特性，土质边坡承载力分析已经形成

了以刚体极限平衡法[4]、有限元法[5]等为代表的多

种成熟方法。 
极限分析下限法是求解岩土体极限承载力的一

种高效工具。下限定理自 20 世纪 50 年代由 Drucker
等[6]提出以来已经在边坡稳定性分析方面得到了广

泛应用和发展。1988 年 Sloan[7]将下限法、有限元

数值离散技术和数学规划有效结合起来，开启了下

限法数值分析的新开端。其后，国内外学者沿用这

一模式做了很多有意义的研究工作[811]。同时，为

了使用下限法或上限法解决岩土体的不连续力学问

题，极限分析与刚性有限元[1214]、块体元[1518]的结

合也成为近年来研究的热点。 
砌石挡土墙边坡的极限承载力问题是一个包括

土体连续介质力学特性+砌石体的非连续介质力学

特性的混合问题。有限元数值方法在处理连续介质

力学问题方面非常高效，而块体单元数值方法在处

理非连续介质力学问题方面具有优势。因此，本文

将塑性极限分析下限法理论、有限元+块体元的混

合数值离散技术和线性规划结合起来，建立一种基

于混合数值离散的砌石挡土墙边坡极限承载力的下

限分析法。 

2  塑性极限分析下限法理论及假定 

下限法的主要任务是构建岩土体的静力许可应

力场。静力许可应力场是同时满足平衡方程、屈服

条件和静力边界条件的应力场，在边坡体内，一个

荷载对应着一个应力场，但根据下限定理，只有最

大荷载对应的应力场才是最接近真实的极限状态应

力场。因此下限法的目的就是：在无数个静力许可

应力场内寻求使得荷载最大的应力场。 
本文将砌石挡土墙边坡作为研究对象，为了能

够使用混合数值离散方法构建边坡体的静力许可应

力场，本文做如下假设：①假设土体为理想塑性材

料并服从关联流动法则，同时边坡稳定问题可简化

为平面应变问题；②假设砌石石块为刚性块体，其

不会发生任何变形和破坏，砌石体的破坏仅仅发生

在相邻石块之间的结构面上；③仅考虑土体、砌石

石块的平动力学效应，不考虑转动力学效应；④仅

考虑土体和砌石结构面的剪切滑移破坏。 

3  砌石挡土墙边坡的混合离散 

为了能够准确构建砌石挡土墙边坡的静力许可

应力场，本文采用两种类型的单元来离散边坡体。 
土体是典型的连续介质，土质边坡一般可简化

为平面应变问题，本文采用文献[7]的思想，使用三

节点线性有限单元来模拟其力学特性。图 1(a)为三

角形有限单元的应力模式图。为了能够模拟单元之

间的应力间断，三角形单元采用非共节点模式，即

每个节点仅属于一个单元，不同节点可具有相同的

坐标（如图 1(b)所示）。 
 

 
(a) 三角形有限单元应力模式       (b) 三角形不共节点有限单元 

图 1  土体三角形有限单元应力模式图 
Fig.1  Stress model for triangular finite element of soil 

 
节点处作用有正应力和切应力分量，土体三角

形单元中任意节点 n 的应力向量可表示为 

[ , , ]n
xn yn xyn             （1） 

对于图 1(a)中的三节点的三角形有限单元 e 的

单元应力向量可表示为 
e T

1 1 1 2 2 2 3 3 3[ , , , , , , , , ]x y xy x y xy x y xy         （2） 

对于组成砌石挡土墙的石块，本文采用刚性块

体单元来模拟其力学特性。一个任意形状石块的刚

性块体单元 i 以及结构面 k 的受力如图 2 所示。假 
 

 
(a) 块体单元          (b) 相邻块体单元之间的结构面 

图 2  砌石块体单元和结构面变量示意图 
Fig.2  Static variables on stone block elements and 

interfaces 
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设块体单元本身不会发生任何变形和破坏，砌石挡

土墙的破坏仅仅发生在相邻块体单元之间的结构面

上。块体单元同时受体力、表面力等外力荷载以及

结构面的内力作用。 
块体单元任意结构面 k 的内力向量定义为 

T[ ]k
k kN VQ            （3） 

式中：Nk、Vk分别为作用在结构面 k 形心处的法向

力和剪力，Nk规定以拉力为正。 
任意块体单元 i 形心处作用有外力等效荷载力

向量： 
T[ ]i

xi yif fF           （4） 

式中：fxi、fyi分别为作用在块体单元 i 形心处沿 x、
y 方向的外力等效荷载。 

4  砌石挡土墙边坡极限承载力下限
法数学模型 

如前所述，土体为典型的连续介质，而砌石体

为典型的非连续介质，本文同时采用有限单元、块

体单元分别构建土体和砌石挡土墙的静力许可应力

场。根据下限法理论，边坡土体和砌石体需要同时

满足平衡方程、屈服条件、静力边界条件以及有限

单元与块体单元交界面的约束条件。 
4.1  土体有限单元约束条件 

采用三节点有限单元离散土体以后，参照文献

[7]的方法构建土体的静力许可应力场如下。 
4.1.1 土体三角形单元平衡条件 

根据有限元理论，边坡土体三角形单元的平衡

方程为 
e e eA b              （5） 

e T

0 0 01
0 0 02

[0 ]

i i j j k ke

i i j j k k

e

b c b c b c
c b c b c bA



 
  

 


 

A

b

（6） 

式中： e(1, , )e n  ， en 为土体三角形有限单元的

数量；A 为三角形单元的面积； e 为单元土体材料

的重度； ( , , )i ib c i i j k、 、 为线性三角形有限单元的

形函数系数[19]。 
4.1.2 土体三角形单元公共边的应力连续条件 

本文的三角形有限单元为非共节点模式，相邻

单元之间存在公共边，任意相邻单元 e1、单元 e2的

公共边 g 上有 4 个节点（如图 3 所示），公共边的应

力向量可表示为 
e1 e2 e1 e2 T
1 2 3 4[ ]g             （7） 

为了满足单元之间的应力间断条件，必须保证

相邻单元 e1、单元 e2的公共边两侧的节点的法向正

应力和切应力相等。任意一条公共边 g 的应力连续

条件可用矩阵表示为 

0g g A               （8） 

2 2

0 0
0 0

sin cos sin 2
1 1sin 2 sin 2 cos 2
2 2

g g
g

g g

g g g
g

g g g

  

  

 
  

  
 
       

T TA
T T

T
 （9） 

式中： g(1, , )g n  ； gn 为土体中三角形有限单元

公共边的数量。 

 

图 3  三角形单元公共边的应力间断 
Fig.3  Stress discontinuity between adjacent triangle 

finite elements 
 

4.1.3 三角形单元的屈服条件 
土体材料的屈服破坏一般采用 Mohr-Coulomb

屈服条件，平面应变问题的屈条件可表示为 

2 2( , ) ( ) (2 ) (2 cosx y xyF c           

2( )sin ) 0x y   ≤          （10） 

式中： c、 分别为土体材料的内摩擦角和黏聚力。 
式（10）为一个非线性表达式，为了避免求解

非线性数学规划问题，Sloan[7]、Lyamin[8]等提出了

采用内接正多边形来拟合 Mohr-Coulomb 屈服准则

的屈服面（如图 4 所示），内接多边形的边数越多

计算精度越高。由于本文采用线性单元，因此只需

要 3 个节点满足屈服准则，则整个单元均满足屈服

准则，因此，任意节点 n 的屈服条件可表示为 

n n n≤A B             （11） 

其中： 
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1 1 1

p p p
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  

  
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n

n

n n

cos(2 / ) sin cos( / );
cos(2 / ) sin cos( / );

2sin(2 / ); 2 cos cos( / )

k

k

k

A k p p
B k p p
C k p D c p






    
     
    

（13） 

式中： n(1, , )n n  ， (1, , )k p  ， nn 为土体中所

有节点的数量， p 为 Mohr-Coulomb 屈服准则线性

化内接多边形的边数， n n, c 分别是节点 n 的内摩

擦角和黏聚力。 
 

 
图 4  土体 Mohr-Coulomb 屈服条件线性化(p=6) 

Fig.4  Linearized Mohr-Coulomb yield function(p=6) 
 

4.1.4 应力边界条件 
当求解外荷载的超载系数时，土体边界可分为

两类，一类是不超载的边界，另一类是超载边界，

因此土体边界上的有限单元应该满足的应力边界条

件如下： 

f o
b b b bk A q q           （14） 

其中： 
b

b

2 2

T T
1 1 2 2 1 2

0
0

sin cos sin 2
1 1sin 2 sin 2 cos 2
2 2

, , , ;  [   ]

b

b b b
b

b b b

b b b b b b b bq t q t

  

  

 
  
  

         
    


TA
T

T

q   

 （15） 

式中： o
bq 为超载边界上节点的已知的应力向量，

b(1, , )b n  ， bn 为边界单元数量； b 为边界 b 的

倾角（逆时针为正）， 1 2 1 2( , , , )b b b bq q t t 分别为土体边界

上的三角形单元 b 的两个节点作用的已知的法向、

切向应力值，kf 为外荷载超载系数，超载的外荷载

可 以 是 面 力 、 集 中 力 或 体 积 力 。 
4.2  砌石体块体单元约束条件 
4.2.1 块体单元平衡条件 

图 2(a)中的砌石石块受多种力的作用而保持平

衡，其需要满足力的平衡方程如下： 

1
( ) 0

im
k k i

k
  T Q F          （16） 

cos sin
sin cos

k kk

k k

 
 

 
  
 

T         （17） 

式中： B(1, , )i n  ， Bn 为砌石挡土墙中块体单元

的数量； (1, , )ik m  ， im 为块体单元 i 的结构面

数量； k 为结构面 k 的倾角（逆时针为正）。 
4.2.2 相邻块体单元结构面屈服条件 

由于假设石块为刚性体，因此采用块体单元离

散砌石挡土墙以后，刚性块体单元不会发生任何变

形和破坏。挡土墙的破坏只发生在相邻块体单元的

结构面上，本文假设结构面上的应力满足

Mohr-Coulomb 屈服条件： 

s n tan 0k kc            （18） 

式中： k kc 、 分别为结构面 k 的内摩擦角和黏聚力；

n 为结构面上的法向正应力； s 为结构面上沿切向

的切应力。 
假设结构面上沿法向的正应力和沿切向的切应

力都是均匀分布的，则式（18）可以用结构面的内

力向量表示，结构面的屈服条件如图 5 所示。具体

表达式为 
k k kA Q B≤             （19） 

tan 1
tan 1

kk

k




 
   

A  ;  T1 1k
k kl cB  （20） 

式中： (1, 2, , )kk n  ， kn 为砌石体中所有结构面

的数量；lk是结构面 k 的长度。 
 

 
图 5  砌石挡土墙结构面的 Mohr-Coulomb 屈服条件 

Fig.5  Mohr-Coulomb yield condition of interfaces 
of adjacent stones 
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4.2.3 边界条件 
砌石挡墙边界上的块体单元的静力边界条件可

表示为 

f o
d d dk Q Q F           （21） 

式中： d(1, 2, , )d n  ， dn 为挡土墙边界上块体单

元力界面的数量； dQ 为已知的边界力向量； o
dF 为

边界处块体单元的超载力向量。 
4.3  土体与砌石体交界面约束条件 

本文分别采用有限元模拟土体的力学特性、采

用块体元模拟砌石墙体的力学特性，在土体与砌石

墙体的交界面处允许存在应力间断，但法向力和切

向力必须满足连续条件。土体三角形有限单元与石

块块体单元交界面示意图如图 6 所示。 
 

 
图 6  有限单元与块体单元交界面示意图 

Fig.6  Sketch of interface between a block element and 
finite elements 

 
任意石块的块体单元 Bj与土体的交界面为 Jj，

交界面长度为 Lj，块体单元一侧 AB 上作用有法向

力 Nj和剪力 Vj；在土体一侧 A'B'上划分了 e
jn 个三角

形有限单元，即在长度为 Lj的范围有 e2 jn 个有限元

节点与块体单元 Bj接触。在交界面 Bj上应允许存在

应力间断，但砌石的块体单元和土体的有限单元在

法向和切向必须满足力的连续条件，即： 

d
j

j
j nL

N L  , s d
j

j
j L

V L       （22） 

式中： n
j 、 s

j 分别是块体单元与有限单元交界面

上的沿法向的正应力和沿切向的切应力。 
假设应力在三角形单元内呈线性变化，则对任

意一条交界面 Jj，式（22）可用节点应力向量和结

构面内力向量写为 
e

1
{ }

jn
j j j

i i
i

 A Q           （23） 

0.5 [ ]j j j
i ilA T   T ; T[  ]j

j jN VQ , / / T
1 2[  ]j j i j i

i     

（24） 

2 2sin cos sin 2
1 1sin 2 sin 2 cos 2
2 2

j j j
j

j j j

  

  

 
   
  

Τ  （25） 

式中： e(1, , )ji n  ， (1, , )jj n  ， jn 为边坡中块

体单元与土体有限元交界面的数量； e
jn 为交界面 j

上土体三角形有限单元的数量； j 为块体单元与有

限单元交界面的倾角（逆时针为正）；li为块体单元

与土体的交界面上三角形单元的长度。 
土体三角形有限单元与石块块体单元交界面的

屈服破坏满足式（19），但抗剪参数需要取土体或石

块砂浆层面抗剪参数的较小值。 
4.4  砌石挡土墙的下限法线性数学规划模型 

为了求解砌石挡土墙边坡的极限承载力，本文

把超载系数 kf设为目标函数，并结合静力许可应力

场的约束条件式（5）、（8）、（11）、（14）、（16）、（19）、
（21）、（23），则可得到砌石挡土墙边坡极限承载力

的下限法数学规划模型： 

f
e e e

f o

1

f o

1

Maximize :    

Subject to :  ,  0,  

                    , 

                    ( ) 0  

                    ,  

                    { }

i

j

g g

n n n b b b b

m
k k i

k
k k k d d d

n
j j

i i
i

k

k

k
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

 

 
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 


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T Q F
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A j













 


Q

 （26） 

4.5  程序编制和求解策略 
根据上述过程，本文采用 Fortran 编写了相应的

计算程序。下限法的计算程序流程详见图 7，计算

程序包括 4 个部分： 
（1）前处理。根据边坡土体、砌石体的几何信

息、材料物理力学参数等，采用有限单元、块体单

元对其进行混合数值离散，生成有限元的单元以及

节点的信息、块体单元以及结构面的信息。 
（2）建立目标函数和约束方程。根据平衡方程、

屈服条件、边界条件等约束方程的表达式计算相应

的约束矩阵，构建边坡的静力许可应力场。 
（3）优化求解。最终得到的式（26）是一个线

性数学规划模型，本文采用内点算法进行优化求解。 
（4）后处理。根据优化计算结果绘制应力等值

线、屈服区图形等。 
在边坡工程中，有时候需要求解强度储备系数
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mk ，如果直接求解强度储备系数，式（11）、（19）
将会变成非线性约束，为了避免求解非线性规划模

型，本文采用如图 7 中所示的迭代法求解强度储备

系数。 
 

 
图 7  混合数值离散下限法的程序流程图 

Fig.7  Flow chart of lower bound method using mixed 
numerical discretization 

5  算  例 

为了验证本文提出的方法和编制程序的正确

性，选取了 3 个算例进行了分析。 
5.1  挡土墙极限均布荷载算例 

算例 1 为一个简单的砌石挡土墙结构（如图 8
所示），挡土墙的墙背垂直、光滑，挡土墙的重度为

25 kN/m3、挡土墙底部的摩擦角取 35°、黏聚力取

0，土体的重度为 20 kN/m3，墙后土体表面水平并

作用有均布荷载 sp 。本算例的目的是求解土体主动

破坏时不同土体抗剪参数条件下均布荷载 sp 的极

限值。根据朗肯土压力理论[20]，可获得均布荷载 sp
极限值的解析解。为了便于与解析解对比分析，采

用本文方法计算时将挡土墙当成一个刚性块体单

元，而墙后土体采用三节点有限单元离散，混合离

散的单元示意图如图 9 所示。为了验证网格密度对

计算精度的影响，在混合离散时采用了 5 种密度的

有限元网格，土体有限元网格的数量分别为 12、26、
44、88、138 个。 

 

图 8  算例 1 挡土墙边坡示意图（单位：m） 
Fig.8  Schematic of retaining wall of example 1 (unit: m) 

 

 
(a) ne 12, nB 1         (b) ne 26, nB 1 

 
(c) ne 44, nB 1         (d) ne 88, nB 1 

         
(e) ne 138, nB 1 

图 9  算例 1 混合离散单元示意图 
Fig.9  Mixed numerical discretization of example 1 

 
本文数值方法的误差主要来自于两个方面：一

是土体 Mohr-Coloumb 屈服准则线性化产生的误

差，二是土体有限元网格产生的误差。图 10 为在密

网格条件下(ne=138)极限均布荷载与 Mohr-Coloumb
屈服准则线性化多边形边数 p 的关系图。由图可知，

p 越大，计算误差越小。当 p≥16 时误差在 3%以内，

因此，在使用本文方法时，Mohr-Coloumb 屈服准

则线性化多边形的边数 p应不小于 16。图 11为 p=16
时极限均布荷载与土体有限元网格密度的关系图。

由图可知，只有在土体有限元网格极其稀疏的时候

下限解与解析解的误差才会比较大，当采用中密度

以上的有限元网格时，计算误差可控制在 3.5%以

内。  

 
图 10  极限均布荷载与 p 的关系（土体 =20°, ne=138） 

Fig.10  Relationships between ultimate uniformly 
distributed load and p ( =20°, ne=138) 
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图 11  极限均布荷载与单元密度的关系 

（土体 =20°, p=16） 
Fig.11  Relationships between ultimate uniformly 
distributed load and grid density ( =20°, p=16) 

 
图 12 为土体取不同抗剪参数时本文数值解与

由朗肯土压力理论获得的解析解的对比。由图可知，

本文数值计算结果均小于解析解，属于严格的下限

解，且与解析解的误差都在 2.5%以内。计算结果表

明本文数值方法具有较高的精度。 
 

 
图 12  极限均布荷载与抗剪参数的关系(ne=138) 

Fig.12  Relationships between ultimate load and shear 
strength (ne=138) 

 
5.2  干砌料石挡土墙边坡强度储备系数算例 

算例 2 为一干砌料石挡土墙边坡，其几何形状

如图 13 所示。挡土墙为重力式干砌料石挡土墙，  
砌石石块之间结构面的内摩擦角为 38°、黏聚力  
为 0，墙后土体为黏土（ c  20 kPa，  8°，     
19 kN/m3）。本算例的目的是计算边坡的强度储备系

数。本算例采用图 7 中所示的迭代法流程，通过计

算土体重度的超载系数求解边坡体的强度储备系

数。最终求解得到砌石挡土墙边坡体的强度储备系

数为 1.508。图 14 为算例 2 混合离散元示意图，挡

土墙分为 60 个块体单元，土体划分为 173 个有限元

网格。根据计算结果，绘制了土体的主应力等值线

和矢量图，分别如图 15、16、17 所示。主应力分布

符合一般规律，土体整体表现为双向受压，只有在

边坡临空面附近的滑动区域内存在小范围的小于

5.0 kPa 的主拉应力。 
 

 

图 13  算例 2 挡土墙示意图（单位：m） 
Fig.13  Schematic of retaining wall slope of 

example 2 (unit: m) 
 

 
图 14  算例 2 混合离散单元示意图 

Fig.14  Mixed numerical discretization of example 2 
 

 

图 15  算例 2 边坡第一主应力等值线（单位：Pa） 
Fig.15  Major principal stress contour of slope of 

example 2 (unit: Pa) 
 

 

图 16  算例 2 边坡第二主应力等值线（单位：Pa） 
Fig.16  Minor principal stress contour of slope of 

example 2 (unit: Pa) 
 

根据土体有限单元节点应力计算了边坡土体的

点安全系数[21]，同时根据砌石块体单元结构面的内
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力验算了发生屈服破坏的结构面（如图 18 所示）。

由图可知，砌石挡土墙 AB 层面以上的结构面基本

都已经发生屈服破坏，屈服区已经沿挡土墙贯通；

墙后土体的点安全系数小于 1.0 的区域已经发生屈

服。 
 

 

图 17  算例 2 边坡主应力矢量图 
Fig.17  Principal stress vector contour of slope of example 2 

 

 

图 18  算例 2 砌石体屈服结构面和土体的点安全系数分布 
Fig.18  Distribution of yield interfaces of masonry and 

point safety factor of soil for example 2 
 

5.3  浆砌石挡土墙路基边坡工程实例 
算例 3 为云南省昆明市某工业区内一个道路边

坡，图 19 为该边坡发生破坏时的现场照片。边坡失

稳以后，勘察单位对边坡的地质情况进行了勘察，

在边坡区域内布置了 4 个勘察钻孔（ZK01～ 
ZK04），对边坡的土层结构、挡土墙破坏形态以及

土体滑裂面进行了详细调查，边坡地质剖面如图 20
所示。边坡土体分两层，上层为黏土，呈硬塑状、

物理力学性质较好；下层为中风化玄武岩，岩体破

碎、强度较高；边坡下部有高度为 6.0 m 的浆砌料

石挡土墙，石材均形状规则、尺寸约为 40 cm×40 cm× 
30 cm（长度×高度×厚度）；边坡体内无地下水作用。

勘察中发现在边坡顶部有 3 条贯穿性裂缝，裂缝宽

度为 5.0～10.0 cm，坡顶道路最大沉降量为 12.0 cm；

下部挡土墙在距离地表 2.5 m 高度处发生水平剪切

破坏，挡土墙临空面中部变形严重，最大水平变形

量为 9.0 cm。地质勘察报告显示此边坡发生破坏的

原因主要是：①边坡坡顶发生严重的超载：破坏时

坡顶道路有大吨位的渣土车多次往复碾压；②浆砌

石挡土墙施工质量差，在墙背一侧砂浆用量非常少，

有些石块之间甚至无砂浆（石块直接相互接触而出

现“瞎缝”），导致挡土墙实际抗剪强度远远低于设

计值。勘察报告提供的边坡各种材料的物理力学参

数如表 1 所示。 
 

 

图 19  算例 3 挡土墙边坡破坏形态 
Fig.19  Failure mode of retaining wall slope of example 3 

 

 
图 20  算例 3 挡土墙边坡地质剖面图（单位：m） 

Fig.20  Geological profile of example 3 (unit: m) 
 

表 1  算例 3 材料物理力学参数 
Table 1  Physical and mechanical parameters of 

materials of example 3 
材料 重度/ (kN/m3) 内摩擦角/ (°) 黏聚力/ kPa 

黏土 17.9 15 30 
中风化玄武岩 19.0 25 90 
浆砌石层面  40 50 

 
图 21 为本算例混合单元离散示意图，挡土墙划

分成 97 个块体单元，土体划分成 359 个三角形有限

单元。采用本文所提方法计算了边坡顶部道路 4.0 m
宽度范围内的极限均布压力，计算得到极限均布荷

载为 155 kPa（约为 63.0 t）。同时也计算了上部道

路无外荷载作用时整个边坡的强度储备系数，计算

得到的强度储备系数结果为 1.498。基于计算结果 
验算了挡土墙砌石结构面的屈服状态，并计算绘制

了土体的点安全系数云图（如图 22 所示）。 
通过分析可以得出结论：①此边坡的强度储备

系数为 1.498，远远大于 1.000，其在正常状态下有
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1 17.9 kN/m) 
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裂缝 3 
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坡顶道路 
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较高的安全裕度，边坡破坏主要是由渣土车超载引

起，此边坡顶部道路 4 m 宽度范围内能承受的极限

均布荷载为 155 kPa；②下部浆砌石挡土墙在正常状

态下能承受上部的土压力而保持边坡的稳定，但在

超载状态下挡土墙墙体的抗剪能力明显不足；③边

坡体的破坏表现为土体的剪切破坏+挡土墙的剪断

破坏。 
 

 
图 21  算例 3 混合离散单元示意图 

Fig.21  Mixed numerical discretisation of example 3 
 

 

图 22  算例 3 砌石体结构面屈服和土体点安全系数分布 
Fig.22  Distribution of yield interfaces of masonry and 

point safety factor of soil for example 3 

6  结  语 

以砌石挡土墙边坡为研究对象，提出了一种基

于混合数值离散的边坡极限承载力计算的下限法。

该方法适用于砌石挡土墙墙体和墙后土体同时发生

剪切破坏的极限承载力分析，该方法的最大优势在

于：既可以模拟砌石体的非连续介质力学特性，又

可以模拟土体的连续介质力学特性，可获得边坡的

极限荷载或安全系数的下限解，以及对应的应力场。

本文方法求解精度、计算效率均较高。本文的研究

工作是混合离散思想在极限分析下限法中的一次有

益尝试。 
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