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基于塑性极限分析上限法理论的 

土质边坡可靠度分析 

张小艳 1, 2，张立翔 1，李  泽 1 

（1. 昆明理工大学 建筑工程学院，云南 昆明 650500；2. 昆明理工大学 电力工程学院，云南 昆明 650500） 

 

摘  要：将极限分析的上限定理、有限元离散思想、随机规划理论和蒙特卡洛方法这四者结合起来，提出了一种土质边坡可

靠度分析的上限数值方法。首先采用三节点有限单元离散土质边坡，然后将土体的抗剪参数设为随机变量，根据上限定理构

建同时满足三角形单元的塑性流动约束条件、单元公共边的塑性流动约束条件和单元速度边界条件的机动许可速度场，并根

据内功功率等于外功功率条件建立目标函数，构建土质边坡可靠度分析的上限法随机规划模型。采用蒙特卡洛方法求解上限

法随机规划模型，同时提出了一种基于上限法速度场的边坡失效风险系数估算方法，该方法特别适用于具有多种失效模式的

边坡风险分析。对 2 个经典算例进行了深入分析，验证了方法的正确性。 
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Reliability analysis of soil slope based on upper bound method of limit analysis 
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(1. Faculty of Civil Engineering and Mechanics, Kunming University of Science and Technology, Kunming, Yunnan 650500, China;  

2. Faculty of Electric Power Engineering, Kunming University of Science and Technology, Kunming, Yunnan 650500, China) 

 

Abstract: The upper bound numerical method for reliability analysis of soil slopes is proposed, by combining the theory of upper 

bound limit analysis, finite element discretization, stochastic programming theory and Monte Carlo method. Firstly, three-node finite 

element is used to discrete the soil slope, and then shear strength parameters of soil are set as random variable. According to the 

upper bound theorem, kinematically admissible velocity fields are established to satisfy the plastic flow constraint conditions of 

triangular finite elements, the plastic flow constraint conditions of velocity discontinuities and the velocity boundary conditions. The 

objective function is established based on the internal and the energy-work balance equation. Then the upper bound limit method 

stochastic programming model of soil slope reliability analysis are established. The Monte Carlo method is used to solve the upper 

bound stochastic programming model. At the same time, an estimation method for coefficient of slope failure risk based on velocity 

field of upper bound method is proposed, it is especially suitable for slope risk analysis with multiple failure modes. Finally, two 

examples of soil slope are selected, and the results prove the correctness of the method. 

Keywords: soil slope; reliability; risk analysis; upper bound method; finite element discretization; linear programming 

 

1  引  言 

土质边坡的失稳破坏是最常见的一种地质灾

害，引起土坡失稳的因素非常多，而且其中很多因

素都具有不确定性和随机性，从而导致边坡的稳定

性问题是一个与众多随机变量相关的不确定性问

题；因此，在边坡工程的设计中常采用可靠度分析。 

在当前，边坡的可靠度分析方法主要有最优化

法、蒙特卡洛模拟法、响应面法、随机有限元法等[12]；

同时，被广泛应用到边坡可靠度分析的稳定性分析方

法主要包括两大类：刚体极限平衡法（LEM）[37]、

有限单元法（FEM）[813]。LEM 方法的思想是：首

先假设一个滑裂面，然后将滑裂面以上的土体进行

条分，并对条间力的方向进行人为的假设，将一个
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超静定问题化成静定问题求解；LEM 方法由于概念

简单、计算效率高已被广泛应用于工程实践。有限

单元法（FEM）能使土体同时满足静力平衡条件、

应变相容条件和本构关系，可获得边坡详细的应力、

应变分布，并可根据单元的应力水平求解安全系数

和滑裂面[1314]，基于 FEM 方法可获得比 LEM 方法

更合理的边坡可靠度分析结果[15]。 

在边坡稳定性分析法中，还有一类方法是极限

分析法，其通过构建静力许可应力场和机动许可速

度场来求解岩土体的极限状态的下限解和上限解，

由于忽略材料本构关系，其计算效率、精度都较高。

在确定性问题分析中，极限分析主要形成了三类方

法：塑性极限分析变分法[16]、基于条分法的塑性极

限分析法[17]、基于有限元离散的极限分析数值方法
[1821]。近年来，随着计算机容量的大幅提升，使用

有限元离散思想来构建复杂岩土体的静力许可应力

场和机动许可速度场成为了可能，基于数值离散的

极限分析方法越来越受到重视。在使用极限分析理

论进行边坡可靠度分析方面，众多学者采用极限分

析理论对边坡的可靠度进行了一些初步的、有益的

研究工作，这些研究主要集中在基于条分法的上限

分析法领域[2224]，而使用极限分析数值方法进行边

坡可靠度研究的成果非常少[2526]。 

鉴于此，本文将极限分析上限理论、有限元离

散技术、随机规划理论和蒙特卡洛理论结合起来，

提出一种土质边坡可靠度分析的上限数值方法。 

2  土质边坡可靠度分析的功能函数
的建立 

为了求解土质边坡极限荷载的分布规律，本文

设土质边坡可靠度计算的极限状态函数为 

1 2( ) ( , , , )nZ g X g X X X         （1） 

式中： 1 2( , , , )ng X X X 为边坡的极限荷载； 1 2( , ,X X  

, )nX 为极限状态函数的随机变量，本文中设随机

变量是土体的凝聚力 rc 和摩擦角 r 。 

本文的目的是求解土质边坡的极限外荷载，即

求解边坡外力荷载 aF 的极限值 cF ，定义外力超载系

数如下： 

F c a/F F                （2） 

式中： F 为边坡的外力超载系数； cF 为边坡的极限

荷载； aF 为边坡的当前实际作用的荷载，超载的外

荷载可以是自重，也可以是边坡边界上作用的外 

力。 

定义边坡的强度储备系数如下： 

r r r r

m / tan / tanc c            （3） 

式中： m 为边坡的强度储备系数； rc 、 r 分别为

土体进行强度折减前的凝聚力和内摩擦角的随机

量； rc 、 r 分别为土体进行强度折减以后的凝聚

力和内摩擦角的随机量。 

在计算极限外荷载时引入土体抗剪参数的随机

变量 rc 和 r ，则外力超载系数 F 变成一个与 rc 和
r 相关的随机量 r r

F( , )c  ，因此可将极限状态方程

式（1）改写成如下形式： 

r r r r

c F a( ) ( , ) ( , )Z g X F c c F          （4） 

式中： r r

F( , )c  为与土体的凝聚力随机量 rc 和摩擦

角随机量 r 相关的超载系数随机量； r r

c( , )F c  为与

土体的凝聚力随机量 rc 和摩擦角随机量 r 相关的

极限荷载随机量。 

3  土质边坡可靠度分析的上限法随
机规划模型 

上限定理是求解岩土体极限承载力的高效工

具。上限法的原理是：首先构建土体的机动许可速

度场，每一个速度场对应一个外荷载，最小的荷载

必然最接近于真实的极限荷载，所以上限法一般可

归结为一个求最小外荷载的数学规划问题。自从有

限元离散技术被引入上限分析以后，精确地构建复

杂岩土体的机动许可速度场已经容易实现[19]。基于

有限元离散的上限数值分析方法的思想是：首先通

过有限单元离散岩土体，然后构建同时满足单元塑

性流动约束条件、单元公共边塑性流动约束条件和

速度边界条件的机动许可速度场，并将极限荷载设

为目标函数建立上限法数学规划模型，最终可求解

得到极限荷载的上限解和对应的破坏机构。本文采

用类似文献[19, 21]的方法建立土质边坡的机动许

可速度场。 

3.1  边坡土体的离散 

为了构建土质边坡的机动许可速度场，本文采

用非共节点的三角形有限单元来离散土体（如图 1(a)、

1(b)所示），并以节点的速度为未知量，同时允许相

邻单元之间存在速度间断，即相邻单元之间的公共

边为速度不连续面，如图 1(c)所示。 

3.2  三角形单元塑性流动约束条件 

如将土体假设成理想刚塑性材料并符合关联流

动法则，则由变形协调条件得到应变分量应该等于

由关联流动法则以及屈服条件得到塑性应变率分量， 
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(a) 三角形有限单元速度模式    (b) 三角形有限单元不共节点模式 

 

 
(c) 相邻三角形之间公共边速度间断 

图 1  土体三角形有限单元离散 

Fig.1  Numerical discretization of triangular 

 finite element in soil 

 

则三角形有限元单元的塑性流动约束条件可表示如

下： 

1 2 0

0

e e e e

e

  

≥

A u A 


            （5） 
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    （6） 

式中： 1(1, , )e n ； 1n 为土体三角形有限单元单元

的数量； eA 为三角形单元的面积；  ( 1, , )e

k k p  为

三角形单元的非负塑性乘子； p 为摩尔-库仑屈服

面线性化时外接正多边形的边数；
1

eu 、 2

eu 、 3

eu 分别

为三角形单元 e 3 个节点的速度向量分量； ib 、 ic 为

线性三角形有限单元的形函数系数。 

3.3  相邻单元之间公共边的塑性流动约束条件 

为了满足机动许可的条件，根据上限定理在相

邻有限单元公共边上的不连续的法向、切向速度间

断值必须符合关联流动准则，则相邻有限单元 a、b

之间公共边 g 的塑性流动条件可表示为 

1 2 0

0

g g g g

g

  

≥

A u A 


           （7） 

其中： 
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（8）

 

式中： 2(1, , )g n ，λ
g 是公共边的塑性乘子， 2n 为

土体中三角形有限单元公共边的数量；g 为公共边

的倾角(逆时针为正)； rg 为公共边 g 的内摩擦角随

机量（取 a、b 单元内摩擦角随机量的较小值）。 

3.4  三角形单元速度边界条件 

为了满足机动许可条件，计算的速度场必须满

足已知的速度边界条件。每个边界上的三角形单元

有 2 个节点位于与 x 轴夹角为b 的边界上，如果该

边界上的速度为已知，此时单元必须满足以下方程： 

A u Bb b b                （9） 

其中： 
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式中： 3(1, , )b n ； 3n 为土体中边界三角形单元的

数量；b 为三角形单元边界的倾角； bu 、 bv 分别

为边界上节点已知的切向速度和法向速度。 

3.5  内功功率等于外功功率约束条件 

土质边坡区域内所有三角形有限单元的内功功

率 In1W 可按下式计算： 

1

In1
1

( )
n

e e

e

W


 C             （11） 

式中： r r

12 cose

e k pA c l l l    C 。 

相邻单元之间公共边的内功功率 In2W 为 

2

In2
1

( )
n

g g

g

W


  C             （12） 

式中：  r0.5 1 1 1 1g

g gc lC ； r

gc 为土体公共边的

凝聚力随机量（取 a、b 单元凝聚力随机量的较小

值）； gl 为公共边的长度。 
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土体自重在三角形单元节点速度上所做的外功

功率 Ex1W 为 

2

Ex1
1

( )
n

e e

e

W


 G u           （13） 

式中：  ( / 3) 0 1 0 1 0 1e

e eA G ，为单元自

重在三角形单元三个节点上形成的节点荷载的列向

量； e 为单元材料的重度。 

外荷载（边界的分布荷载、集中力等）在单元

节点速度（位移增量）上所做的外功功率 Ex2W 为 

1

Ex2 a
1

( )
n

e e

e

W


 F u           （14） 

式中： a 1 1 2 2 3 3

e

x y x y x yf f f f f f   F ，为是

外荷载在三角形单元 3 个节点上形成的节点荷载的

列向量；( ,  ( 1,2,3))xi yif f i , 分别为有限单元 3 个节

点的等效荷载沿 x、y 方向的分量。 

由虚功原理得知，土体有限单元中外力所做的

虚功功率和物体内能的耗散功率相等，并考虑超载

系数 F ，于是求解超载系数的内功功率与外功功率

相等条件为 

In1 In2 Ex1 F Ex2W W W W          （15） 

上式是一个非线性表达式，为了避免求解非线

性规划问题，设 Ex2 1.0W  ，则上式可等效成以下两

个线性表达式： 

In1 In2 Ex1 FW W W             （16） 

Ex2 1.0W                （17） 

3.6  目标函数 

本文的主要目的是求解土质边坡的极限荷载，

因此在构建上限法极限状态方程时将外力超载系数

设为目标函数，并求解目标函数的最小值。根据式

（16），目标函数可写为 

F In1 In2 Ex1Minimize :  W W W        （18） 

3.7  上限法可靠度随机规划模型 

根据极限状态函数式（4），目标函数式（18），

约束条件式（5）、（7）、（9）、（17），可得到求解土

质边坡可靠度的上限法随机规划模型如下： 

r r r r
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（19）

 

式（19）是一个带有随机变量 r r( , )c  的随机规划问

题，决策变量是三角形有限单元节点的速度和塑性

乘子，求解的目标是：由土体抗剪参数的随机变量
r r( , )c  求解极限荷载的随机量 r r

c( , )F c  。 

4  土质边坡的可靠度分析和风险评估 

在传统的基于刚体极限平衡法或有限元法的边

坡可靠度分析中，一般是计算边坡的整体可靠度或

失效风险[4, 8, 15, 24]，即使用边坡的强度储备系数来求

解边坡的整体失效概率，当边坡的强度储备系数≥  

1 时边坡是稳定的（整体安全）、当边坡的强度储备

系数 1 时边坡发生失稳（整体失效），因此边坡的

失效功能函数如下： 

m

m

0  if  ( ) 1 
( )

1  if  ( )  <1
Z

t
I t

t






 


≥
       （20） 

式中： (1, , )t N ； N 为计算样本的数量。 

则边坡的整体失效概率可按下式计算： 

f ,
1

1
( )

N

Z Z
t

P I t
N 

            （21） 

边坡的整体失效风险系数如下： 

f , wZR P C              （22） 

式中： wC 为边坡整体失效的失效后果系数，边坡

失效后果系数为边坡失稳时的滑体的土体体积。 

式（22）被广泛应用于边坡失效风险的计算，

但其也存在一些不足，比如：首先，式（22）隐含

地假定了边坡仅具有单一失效模式，这与边坡存在

多种失效模式是不相符的[9, 26]；其次，LEM 方法在

求解前需要人为假设滑裂面，因此其滑裂面并不一

定是真实的滑裂面，而 FEM 方法一般只能直接计

算得到边坡的应力-应变分布规律，边坡的安全系数

和临界滑面的位置需要在后处理中单独使用辅助方

法计算获得，因此安全系数和滑面的位置并不是完

全准确的，从而导致 LEM 或 FEM 法对失效后果（滑

体体积）进行统计时均存在不确定性[9]。鉴于此，

李典庆[9]、Huang[26]等均提出了基于多滑动模式的

边坡失效风险系数估算公式： 

f

1

N

i i
i

R PC


              （23） 

式中： iP 为第 i 个失效模式的失效概率； iC 为第 i

个失效模式的失效后果系数； fN 为边坡失效模式的

数目。 

采用式（23）计算边坡的失效风险，需要统计

出边坡所有的失效模式，然而，无论是 LEM 法还
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是 FEM 法，在寻求边坡所有失效模式及其对应的

安全系数时均需要在大样本空间中进行成千上万次

反复的迭代，其计算效率、计算精度均比较低[15]。

值得一提的是，文献[26]根据式（23）提出了基于

随机有限元（RFEM）的土质边坡可靠度极限分析

法，并在下限法中采用 K 聚类方法计算得到了边坡

失效后果的下限解。由极限分析理论可知，根据下

限定理计算得到的下限解均小于真解，因此，在固

定的失效模式下文献[26]的计算方法将会低估边坡

的失效后果。 

本文提出的上限数值方法综合了 LEM 和 FEM

方法各自的优点，通过数学规划求解可同时获得边

坡的安全系数和对应的速度场（破坏机构）。鉴于  

式（22）、（23）存在的不足，本文提出一种新的基

于上限法速度场的边坡失效风险系数估算公式。根

据上限法理论，当单元发生塑性流动时其相对于边

界上固定不动的单元会产生相对速度；因此在由上

限法求解得到的失效模式对应的速度场中，当单元

速度大于 0 时代表此单元已发生塑性流动（失效）、

当单元速度等于 0 时代表此单元未发生塑性流动

（安全）。因此，定义单元的失效功能函数如下： 

c m

c m

0  if  ( ) = 0 and 1.0 
( )

1  if   ( ) > 0 and 1.0

e

e e

u t
I t

u t





 
 



   （24） 

式中： (1, , )t N ； c

eu 为单元 e 的形心速度，对于

三角形有限单元 c 1 2 3 / 3e e e eu u u u  （ ） 。 

则边坡中每个单元的失效概率可按下式计算： 

f ,
1

1
( )

N

e e
t

P I t
N 

             （25） 

式中： f ,eP 为单元 e 的失效概率。 

根据每个单元的失效概率，可以求解整个边坡

的失效风险系数如下： 

1

f ,
1

n

e e
e

R P C


              （26） 

式中： eC 为单元 e 的失效后果系数，当单元 e 的速

度根据式（24）计算得到，即 ( ) 1.0eI t  时，单元 e

的失效后果系数 eC 取单元的土体体积。 

式（26）相对于式（22），其考虑了土体每个单

元发生失效的可能性，而不仅仅是考虑边坡单一的

失效模式；同时，相对于式（23），其只用计算每个

单元的失效概率，而不用逐一去统计所有的失效模

式，避免了大量繁杂的滑裂面搜索计算。 

5  上限法随机规划模型的求解策略 

上限法可靠度分析模型（式（19））的求解的本

质是：根据土体参数随机量的数学特征求解极限荷

载或安全系数的数学特征。从数学上来看，式（19）

是一个大规模的随机规划模型，现阶段还没有成熟、

稳定的直接求解方法，本文提出一种基于蒙特卡洛

统计试验方法的迭代法进行求解，具体步骤如下： 

（1）确定土体参数的均值  、变异系数 和标

准差 ，将土体抗剪参数的随机量离散为 N 个符合

正态（或对数）分布的蒙特卡洛随机数； 

（2）使用三角形有限单元离散边坡，根据式（19）

构建满足目标函数式、约束条件式的土质边坡上限

法随机规划模型； 

（3）将土体抗剪参数随机数从 1 到 N 循环，逐

次代入式（19），此时式（19）变成一个约束矩阵是

定值的线性规划问题，使用二阶锥规划算法

（SOCP）算法[27]求解得到对应的极限荷载或安全

系数； 

（4）将随机规划模型求解结果代入极限状态方

程，并统计计算边坡安全系数的数学分布、失效概

率、失效风险系数等。 

本文采用 Matlab 编写了相应计算程序，计算程

序包括 3 个部分：前处理模块、计算模块和后处理

模块。具体的数值求解流程详见图 2。 

 

 

图 2  上限法可靠度分析的程序流程图 

Fig.2  Flow chart of reliability analysis using 

 upper bound method 

结束 

确定边坡几何尺寸、土体不确定参数统计量、概率分布类型 

基于蒙特卡洛方法生成土体抗剪强度参数的 N 个随机数 

上限法理论 有限元离散方法 随机规划 

土质边坡上限法可靠度极限状态方程
c
( , )Z F c     

( )t  

t=1 

否 

是 

使用二分法确 
定折减以后抗 

剪参数 ( )c t 、 

目标函数：外力超载系数
F
( )t    

约束条件：三角形单元塑性流动约束条件， 

单元公共边的塑性流动约束条件，三角形单

元速度边界条件，内功功率等于外功功率约

束条件 

 
 

 SOCP算法求最小 

t=t+1 

否,或 t=N 

计算土质边坡的基本统计量，包括强度储备系 

数的均值、标准差、失效概率、失效风险等 

外力超载系数
F
( )t   

是,且 t<N 
是否求解强度储备 

和对应的破坏机构 系数超载系数
m
( )t   F

( )t  1.0≤0.01 
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6  算例分析 

为了验证本文方法的正确性和有效性，选取了

两个经典边坡进行了分析计算。 

6.1  算例 1 均质土坡可靠度分析 

均质土坡如图 3 所示，坡高为 8.0 m，坡顶宽

度为 4.0 m，坡比为 1:2，坡顶作用有均布荷载 P 。

诸多学者对此算例进行过分析[25, 28]。当 0,      

0 时，坡顶的极限荷载存在下限和上限的解析解，

下限、上限解析解的计算公式分别为： l 2 (1P c   

sin ) ， u 2 (1 )P c   ， 为坡面线与竖直线的夹

角（如图 3 所示，单位为弧度）。在不排水状态下取

土体凝聚力 uc  55.0 kPa，同时取 0  ， 0  时，

坡顶均布荷载的下限解、上限解分别为： lP   

205.3 kPa 、 uP  225.2 kPa 。本文采用 437 个有限

单元离散边坡，根据本文上限数值方法进行定值计

算得到的极限荷载为 c 233.2 kPaP  ，与上限法解析

解的误差为 3.54%。 

 

 

图 3  算例 1 土质边坡示意图(单位: m) 

Fig.3  Sketch of soil slope of example 1 (unit: m) 

 

当取凝聚力 uc  55.0 kPa、变异系数 c 分别为

0.1、0.2、0.3，并设凝聚力为对数正态分布、样本

数量取 N  3 000 时计算得到的极限均布荷载的分

布情况如图 4 和表 1 所示。根据结果可知，随着变

异系数的增大，极限均布荷载的标准差、均值均增

大，可靠度指标逐步减小；极限均布荷载的中位值

基本不随变异系数的变化而变化，且中值比均值 

小，更接近于定值计算的上限解析解，这一规律与文

献[25]的结论是相同的，即对于抗剪参数服从正态

（或对数）分布的边坡，极限荷载取中值比均值更

有意义。经过多次试算，凝聚力的抽样样本数量 N

取 2 000 以上均可获得较好的模拟结果。在计算效

率上，使用本文方法进行一次极限均布荷载的求解

耗时需3.9 s（CPU是 Intel i7 2.8 GHz，内存为12 GB），

3 000 次模拟计算耗时 3.3 h；本文同时基于 Matlab

编制了并行计算程序，如使用 4 个 CPU 核心并行计

算，上述的计算时间分别是 1.3 s 和 1.08 h；相比基

于 FEM的边坡可靠度计算本方法计算效率较高[15]。 

 

 
图 4  算例 1 坡顶极限均布荷载数学分布 

Fig.4  Distribution of ultimate load of slope 

 for example 1 

 

表 1  算例 1 极限均布荷载统计 

Table 1  Statistical table of uniformly distributed ultimate 

load for example 1 

c 
均值 

 / kPa 
中位值 

/ kPa 
标准差
 / kPa 

可靠度 

( /  ) 

上限解析解 

(定值求解) 

/ kPa 

均值与解

析解误差 

/ % 

中值与解

析解误差 

/ % 
0.10 242.02 241.21 24.12 10.03 225.19 7.47 7.11 

0.20 244.99 240.22 49.76 4.92 225.19 8.79 6.67 

0.30 252.64 240.88 78.10 3.23 225.19 12.19 6.97 

 

在 u 25.0 kPac  ， 318.0 kN / m  ， 0  条件

下，计算了 5 种变异系数条件下边坡的强度储备系

数分布规律；本文采用如图 2 所示的迭代法计算边

坡的强度储备系数，使用二分法思想进行迭代计算，

平均迭代 9 次即可获得一个强度储备系数。同时为

了对比分析，本文进行了基于 LEM 方法的可靠度

计算，两种方法的计算结果如图 5～7 和表 2 所示。 

由图 5 可知，凝聚力的变异系数越大，边坡的

强度储备系数分布曲线越平缓、离散性越大，当凝

聚力的变异系数从 0.10 增大至 0.30 时，强度储备系

数上限解的标准差由 0.15 增加至 0.47，均值也缓慢

从 1.46 增加至 1.52，但中值保持不变（为 1.47）。 

 

 

图 5  算例 1 强度储备系数概率密度分布 

Fig.5  Probability density distribution of strength  

reserve coefficient of example 1 
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图 6  算例 1 强度储备系数累计概率分布 

Fig.6  Cumulative density distribution of strength reserve 

coefficient of example 1 

 

 

图 7  算例 1 强度储备系数分布直方图(
u

  0.3) 

Fig.7  Histogram of strength reserve coefficient  

of example 1 

 

表 2  算例 1 强度储备系数计算统计 

Table 2  Statistical table of strength reserve coefficient 

c
  

本文上限法(UBM) 刚体极限平衡法(LEM) 

均值 中位值 标准差 可靠度 f ,Z
P  

/ % 
均值 中位值 标准差 可靠度 f ,Z

P  

/ % 

0.10 1.46 1.47 0.15 10.04 0.00 1.43 1.42 0.15 9.53 0.10 

0.15 1.47 1.47 0.22 6.66 0.40 1.43 1.42 0.23 6.22 1.04 

0.20 1.48 1.47 0.30 4.98 2.83 1.43 1.42 0.30 4.76 4.40 

0.25 1.50 1.47 0.39 3.96 6.53 1.44 1.42 0.38 4.66 9.35 

0.30 1.52 1.47 0.47 3.24 10.37 1.44 1.42 0.45 3.79 14.39 

 

本文方法计算得到的强度储备系数上限解的均

值都大于相同条件下由 LEM 方法计算的均值，符

合上限解的特性；图 6 中上限法得到的累计概率曲

线均位于 LEM 方法曲线下方，两者误差均比较小。 

本算例是一个不排水状态下的均质边坡，本文

上限法和 LEM 方法均只搜索得到一种失效模式（如

图 8 所示），根据式（21）由上限法得到的边坡整体

失效概率 f ,ZP 略小于由 LEM 方法得到的失效概率。

本文同时使用了式（22）和式（26）计算了边坡的

失效风险系数，两种方法失效风险系数的统计结果

如表 3 所示。图 9 显示了边坡的单元失效概率等值

线，可非常直观地看出边坡每个部位的失效概率。

使用整体概率法时上限法的失效风险系数小于 LEM

方法的结果，使用单元概率法时上限法的失效风险

系数大于 LEM 方法的结果，误差均在 2%以内。 

 

 

图 8  算例 1 边坡失效模式对应的速度场(破坏机构) 

Fig.8  Velocity field of failure mode of example 1 

 

表 3  算例 1 失效风险系数统计表 

Table 3  Statistical table of coefficient of  

failure risk for example 1 

方法 
式（22）计算结果 式（26）计算结果 

Pf,Z / % Cw / (m3/m) R / (m3/m) R / (m3/m) 

本文上限法 10.37 86.60 8.98 9.29 

LEM 方法 14.39 63.30 9.11  

 

 

 

图 9  算例 1 单元失效概率等值线 (单位:%) 

Fig.9  Contour of failure probability of element  

for example 1 (unit: %) 

 

6.2  算例 2 非均值土坡可靠度分析 

非均质土坡如图 10 所示[9, 15, 26]，本算例的目的

是检验本文方法对于存在多种失效模式边坡的可靠

度计算的有效性。边坡上、下两层土的不排水抗剪

强度均值分别取 80.0 kPa 和 120.0 kPa，变异系数均

为 0.3，并假设抗剪强度的随机变量符合对数正态分

布；两层土体重度设为定值，均取 19.0 kN/m3。边

坡共离散为 922 个三角形单元，土体凝聚力参数的

随机变量离散为 N  3 000 组样本。 

 

 

图 10  算例 2 土质边坡示意图 (单位:m) 

Fig.10  Sketch of soil slope of example 2 (unit: m) 
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图 11 是本文方法计算得到的边坡强度储备系

数分布规律， m 的最大值为 2.97、最小值为 0.69、

均值为 1.53、中位值为 1.51。图 12 和表 4 给出了本

文方法与 LEM 方法的对比结果。上限法计算得到

的均值略大于 LEM 法的结果、上限法计算得到的

标准差略小于 LEM 法的结果，但两者均非常接近。

强度储备系数的累计概率分布曲线的上限解略低于

LEM 方法的解。 

 

 

图 11 算例 2 强度储备系数分布 

Fig.11  Distribution of strength reserve coefficient  

of example 2 

 

 

图 12  算例 2 强度储备系数累计概率分布 

Fig.12  Cumulative density distribution of strength reserve 

coefficient of example 2 

 

表 4  算例 2 强度储备系数计算统计 

Table 4  Statistical table of strength reserve coefficient 

方法 均值 标准差 
f ,Z

P / % 

本文上限法(UBM) 1.53 0.34 3.57 

刚体极限平衡法(LEM) 1.52 0.35 6.39 

 

使用 LEM 法，此边坡默认只有一种失效模式：

如图 13 中的黑色圆弧滑裂面，其对应的失效后果系

数是 737.85 m3/m。但实际上，此边坡存在多种失效

模式，文献[9]使用随机有限元法（RFEM）给出了

边坡浅层滑坡、深层滑坡对应的两种典型的失效模

式（如图 13 中的蓝色线、粉红线）。 

本文方法相比 LEM 法和 FEM 的最大优势在于

可以捕捉到边坡所有的失效模式，在 3 000 组计算

样本中共计获得了 107 组失效样本（ m 1.0  ）；根

据每组失效模式对应的边坡失效后果系数的大小，

使用式（23）对失效样本进行了统计，可将边坡的

失效模式分成 8 种，详见图 14 和表 5，同时绘制了

8 种失效模式中第 1、2、3、8 种失效模式的破坏机

构（如图 13 所示）。由结果可知，模式 1（共计 41 个

样本）属于浅层滑坡，失效后果系数在 294～325 m3/m；

模式 3～8（共计 65 个样本）属于深层滑坡，失效

后果系数在 876～1 095 m3/m 之间；模式 2（共计 1 

 
 

 

 

(a)失效模式 1                (b) 失效模式 2 

 

 

(c) 失效模式 3                 (d) 失效模式 8 

图 13  算例 2 典型的失效模式 

Fig.13  Typical slope failure modes of example 2 

 

 

图 14  算例 2 失效后果系数直方图(
m

1.0  ) 

Fig.14  Histogram of coefficient of failure  

consequence for example 2 (
m

1.0  ) 

 

表 5  多种失效模式的失效风险系数统计表 

Table 5  Statistical table of coefficient of  

failure risk for multiple failure modes 

失效模式 
f

N  
i

P  

/ % 

i
C  

/ (m3/m) 

i
R  

/ (m3/m) 

模式 1 41 1.37 294～325 4.08 

模式 2 1 0.03 670 0.23 

模式 3 25 0.83 876～887 7.31 

模式 4 5 0.17 889～902 1.49 

模式 5 10 0.33 939～959 3.16 

模式 6 10 0.33 980～1 016 3.35 

模式 7 3 0.10 1 049～1 064 1.06 

模式 8 12 0.40 1 065～1 095 4.32 

总和 107 3.57  24.99 
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个样本）介于浅层滑坡和深层滑坡之间，失效后果

系数在 670 m3/m 左右。本文方法得到的发生浅层滑

坡和深层滑坡的位置与 RFEM 法比较接近[9]，但相

比RFEM法本文方法能够给出更为详细的失效模式

和对应的失效后果系数统计值。 

图 15 是根据本文上限法计算结果绘制的边坡

单元失效概率等值线，其反映了边坡每个部位不同

的失效概率。从理论上来说，如果边坡只有一种失

效模式（算例 1），那么边坡滑体区域各个单元的失

效概率应该都是基本相同的（如图 9 所示）；反之，

如果边坡有多种失效模式，那么边坡体内每个部位

的失效概率是不同的（如图 15 所示）。从图中可知，

浅层滑坡的土体区域的失效概率在 2.8%～3.6%之

间，而发生深层滑坡的土体区域其失效概率在

2.0%～2.8%之间；多种失效模式中重叠的土体区域

的失效概率最大，如图 15 中黄色区域。 
 

 

 

 

图 15  算例 2 单元失效概率等值线 (单位:%) 

Fig.15  Contour of failure probability of element for 

example 2 (unit: %) 

 

为了得到边坡的失效风险水平，本算例使用了

3 种方法计算了边坡的失效风险系数如表 6 所示。

首先根据 LEM 法的结果使用式（22）统计了边坡

的失效风险系数，然后使用上限法计算结果，分别

根据式（23）、（26）计算了边坡的失效风险系数。

由于 LEM 默认边坡只发生深层滑坡，深层滑坡的

失效后果系数较大，因此其计算得到的失效风险系

数比根据本文上限解计算的结果大得多。根据本文

上限解使用式（23）、（26）计算得到的失效风险系

数则是近乎相等的，这说明在已知边坡所有的失效

模式和对应的失效风险系数的条件下，式（23）、（26）

是等价的，但问题在于使用 LEM 法、FEM 或 RFEM

法计算时，准确获取边坡所有的失效模式是较为困

难的[9, 15, 26]。 

在本文上限法的计算中式（23）、（26）是两种

不同的原理，式（23）需要统计所有的失效模式和

对应的失效后果系数，本算例对应的是 107 种失效

模式；式（26）只需根据上限法计算结果一次性计

算边坡每个单元的失效概率，而且每个单元的失效

后果系数（单元面积）是固定的。因此，从计算上

来说，式（26）比式（23）更为简捷；而且根据式

（26）得到的边坡失效概率等值线对于判断边坡每

个部位的安全度更加直观。 

 

表 6  算例 2 失效风险系数统计表（单位: m3/m） 

Table 6  Statistical table of coefficient of failure  

risk of example 2 (unit: m3/m) 

LEM 法式（22） 上限法式（23） 上限法式（26） 

47.15 24.97 24.99 

7  结  论 

（1）本文将有限元离散技术、上限定理、数学

规划手段和蒙特卡洛模拟方法结合起来，提出了一

种基于边坡可靠度计算的上限法，能够获得边坡承

载力上限解的可靠度指标，该方法具有坚实的数学

基础和鲜明物理意义。 

（2）本文提出了一种基于上限法速度场的单元

失效概率估算方法，在单一破坏模式下此方法与传

统整体失效概率法的计算结果相近；但在具有多失

效模式的边坡可靠度计算中，本文方法就体现出了

优越性，可同时获得每种失效模式发生的概率以及

边坡每个部位（单元）的失效概率，这对全面判断

边坡的安全度更具有参考意义。 

（3）本文方法同时结合了 LEM 法和 FEM 的优

点，不用假设边坡的滑裂面，也不使用土体材料的

本构方程，可获得安全系数和对应的破坏机构，计

算较为便捷；该方法特别适用于具有多种失效模式

的边坡可靠度分析，能界定边坡所有的失效模式和

对应的极限状态，并合理地计算不同失效模式下边

坡的失效概率和风险水平。 

（4）本文在求解上限法随机规划问题时使用了

蒙特卡洛方法，需要进行上千次的抽样模拟，本文

编制了基于 Matlab 的并行计算程序，大大地提升了

计算效率。 

（5）根据上限理论，本文方法获得的安全系数

属于上限解，其必然大于真解，因此使用强度储备

系数的上限解来统计边坡的整体失效概率时，一定

会低估边坡的失效概率；同时上限法获得的边坡破

坏机构的范围一般会大于真实的破坏机构的范围，

因此使用上限解对应的速度场来统计边坡的失效后

果系数一般会高估边坡的失效后果系数；那么失效

概率、失效后果系数两者乘积得到的失效风险系数
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的误差区间是不容易判断的。要解决这一问题，需

要在今后的研究工作中进行基于下限理论的边坡可

靠度计算方法的研究；如果通过下限、上限分析能

够同时获得边坡失效概率、失效后果系数的下限解、

上限解，则可准确判断真实失效概率、失效后果系

数所处的区间范围，可更精确地量化边坡的可靠度

指标。由于研究工作的复杂性，本文研究工作仅仅

限于上限法范畴。 
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