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基于突变和流变理论的采空区群系统稳定性 
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摘  要：为预防地下矿山采空区群系统高应变能的突然释放引发的灾害，通过构建顶板-矿柱三维空间力学模型，利用突变

理论和流变力学理论对其稳定性及突变倾向性作定量与定性分析，推导出系统在不同时刻突变并释放能量的数学判据和力学

条件，提出系统稳定性的分析算法并验证了其有效性和实用性，在此基础上探讨各影响因子对该系统稳定性的影响。结果表

明：随着矿柱流变，系统突变倾向性减小，但顶板整体性逐渐破坏且边界条件依次进入固支、简支和自由边 3 个阶段，维持

系统稳定的矿柱有效承载面积比率临界值 min 仅在各阶段内连续减小，在顶板简支和自由边的阶段起点处 min 值突跳增大，

3 个阶段 min 值的平均减小速率依次降低；顶板刚度 D、上覆岩层荷载 0q 、矿柱面积比率 和空区群尺寸之间的数值关系对

系统稳定性起主导作用。该研究结果可为矿山安全开采规划和采空区群系统稳定性评判及调控提供新思路和新方法。 
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Stability of goaf group system based on catastrophe theory and 
rheological theory 
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Abstract: A three-dimensional (3D) roof-pillars model was established to prevent disasters caused by the sudden release of high 
strain energy of goaf group system in the underground mine. The stability and mutational tendency of this model were analysed 
qualitatively and quantitatively based on the catastrophe theory and rheological mechanics theory. The mathematical criterion and 
mechanical conditions of the mutation and energy release at different moments were also derived. Moreover, an analytical algorithm 
for the stability of goaf group system was proposed, and its validity and practicability were verified. The effect of each factor on the 
stability of this system was further discussed on this basis. The results showed that, with the rheological process of pillars, the 
tendency of system mutation decreased. However, the integrity of roof was destroyed gradually, and its boundary condition 
successively the following three stages: the fixed end, simple support and free end. The critical value min( )  of the effective load 
bearing area ratio of pillars which maintained the system stability decreased at each stage, but min jumped at the starting point of the 
stage of simple support and free end. In addition, the average reduction rates of min at three stages decreased in turn. The system 
stability was dominated by the numerical relationship among the roof stiffness (D), overlying strata load 0( )q , the effective load 
bearing area ratio of pillars ( )  and the size of goaf group. Therefore, the study results provide a new idea and method for the safe 
excavation of mine as well as the evaluation and control of goaf group system stability. 
Keywords: mutation theory; system stability; goaf group; mechanical model; rheological theory; rock mechanics 
 

1  引  言 

在地下矿床开采领域，采用房柱法、留矿法等

空场采矿法开采后，遗留空区在一定区域内集中，

从而形成地下采空区群系统。该系统稳定性主要由

顶板和矿柱这两个基本要素共同决定，岩石具有高

应变能储备的内在特性，空区提供能量积聚的外在

条件。地下开采中，该系统所积累的应变能和势能

保持的平衡具有动态和不稳定性。顶板是采空区相

对薄弱部分，当采空区尺寸、支承情况和承载状况
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处于或变化到临界状态时，系统会突然失稳并释放

大量能量，引发顶板突然断裂、坍塌等工程地质灾

害[12]，重则导致相邻采空区贯通，原应力条件改变，

进而造成规模更大的、灾害性的失稳事故[3]。因此，

开展地下矿山采空区群的稳定性及其影响因素研

究，对保证地下矿山安全生产具有至关重要的意义。 
关于采空区稳定性研究的课题在国内外较新，

目前为起步阶段[4]。近年来耗散结构理论[5]、弹塑

性理论及突变理论[6]等被引入岩石力学，给地下矿

山空区失稳研究提供了有力工具。特别是结合突变

理论的成果较多，例如国内专家陈庆发等[7]构造顶

板-矿柱模型，用突变理论分析了对称协同开采人工

矿柱的失稳机制。此外，进行类似研究的还有秦四

清[8]、李江腾[9]等。王金安等[1011]对采空区系统构

建了平板-弹性基础三维力学模型，从弹塑性力学和

岩土流变学角度，以顶板边界条件的改变为判据，

对采空区失稳机制、稳定时间方面进行了探讨。 
综上所述，前人对顶板-矿柱系统稳定性的研究

存在以下不足：①结合突变理论分析时，大多仅限

于平面弹性力学模型，其不如三维的直观精确，但

构建三维模型的研究方法因计算复杂性带来困难而

大多偏向于数值模拟；②相关的研究大多只针对单

个采空区进行，而对空区群系统相对较少[3]；③很

少将突变与流变理论结合，并研究突变影响因子对

系统突变倾向性的作用。鉴于此，本文针对地下矿

山复杂空区群系统，在王金安的物理模型[10]基础

上，将突变和流变理论相结合，以顶板-矿柱三维系

统突变失稳为判据，研究其失稳机制。即将顶板等

效为薄板，用 Burgers 体模型表征矿柱蠕变特性，

将相同时刻的矿柱等效为 Weibull 模型弹性体，就

此模型，首先运用突变理论分析其失稳机制，推导

出空区群系统突变释放能量的数学判据和力学条

件，得到其失稳判别的算法流程；接着结合流变理

论，提出突变失稳前稳定时间估测的算法流程；然

后结合实例进行验证；最后找出影响系统稳定性的

主控因子，并分别取不同数值，分析探讨其各自数

值的改变对系统发生突变失稳的倾向性的影响规

律。为采空区群稳定性辨识、调控、稳定时间预测、

隐患排查和开采规划等提供新参考。 

2  空区群顶板-矿柱系统力学模型 

2.1  顶板-矿柱系统力学模型构建 

基本假设：① 顶板近似均匀且厚度h和最小边

长 2b 的比值处于 1/100 到 1/5 之间，且顶板最大下

沉量与板厚度之比 max /w h不大于 1/5，满足薄板小

挠度弯曲的条件；② 上覆岩层对顶板的均布力 0q 近

似恒定；③ 空区四周岩壁坚硬，其微小塑性变形对

顶板的支撑作用影响忽略不计；④ 空区群顶板形状

近似地等效于矩形板；⑤ 顶板的支撑矿柱数量n 足

够多且近似等距分布。则可将空区群顶板等效为薄

板、支撑矿柱等效为均匀分布的弹性体，建立顶板-

矿柱三维物理模型如图 1 所示。 
 

 
(a) 系统力学模型 

 
(b) 顶板-矿柱体系剖面示意图 

图 1  空区群系统简化为顶板-矿柱系统的力学模型 
Fig.1  Mechanical model of simplified roof plate and pillars 

system for goaf group 
 

由弹性力学可得顶板挠曲方程为[12] 

( , ) ( , )w x y C x y           （1） 

式中：w 为顶板下沉挠度；C 为顶板中心挠度。 

若顶板边缘尚未破坏，则将其视为四边固支的

薄板模型，在此顶板边界条件下系统所处的该阶段

命为阶段Ⅰ，则式（1）中的 ( , )x y 可近似表达为[12] 
2 2 2 2 2 2

4 4
1( , ) ( ) ( )x y x a y b

a b
        （2） 

式中：a、b 分别为顶板长边长的 1/2 与短边长的 1/2。 
随着矿柱支撑能力下降，顶板长、短边依次进

入塑性状态，四边内部渐破坏，最后由固支变简支，

但其整体性变化不大，将该顶板边界条件下的系统

状态所处阶段命为阶段Ⅱ，则 ( , )x y 可近似取[11]： 

( , ) cos cos
2 2

x yx y
a b


 

         （3） 
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前人研究知[11]，顶板边缘完全破坏的条件为 

2 2
T

1
[ ]

48
a hC
D


≥          （4） 

式中：h为顶板厚度；D 为顶板刚度； T[ ] 为顶板

所受随时间变化的应力； 1 为常数。 
当阶段Ⅱ结束时，在拉应力作用下[13]，顶板边

缘完全破坏且内部破裂成很多板块[11]，整体性遭到

破坏，应变能完全释放，四边相当于自由边。由于

矿柱仍具有抗压能力，因此，顶板并未完全失稳塌

陷，此阶段命为阶段Ⅲ。在阶段Ⅲ里，顶板的自重

和上覆岩层的载荷完全由矿柱支撑，此时顶板下沉

位移（挠度）是由矿柱的支承情况决定，且与刚度

无关，相当于D  0、w u 。阶段Ⅱ破坏条件为 

2 2 2
T

22 2 2

2 [ ]
3( )

a b hC
b a D







 
≥         （5） 

式中： 为顶板的泊松比； 2 为常数。 
考虑矿柱随时间的流变性，将矿柱视为 Burgers

体模型，如图 2 所示。其蠕变方程为[14] 

 2 2 1 1 1( ) 1 / / (1 exp( / )) /       t E t E t E （6） 

式中： ( )t 为矿柱随时间 t 的应变； 为矿柱应力；

1 2  E E、 为弹性系数； 1 2   、 为黏性系数。 
则矿柱弹性模量 E 随时间变化关系为 

1( ) ( )E t J t              （7） 

式中： ( )J t 为矿柱的柔变模量随时间变化的函数，

且 2 2 1 1 1( ) 1/ / (1 exp( / )) /J t E t E t E      。 
 

 
图 2  矿柱的 Burgers 体物理本构模型 

Fig. 2  Burgers physical constitutive model of the pillar 
 

Burgers 体模型参数一般由室内和现场蠕变试

验并结合数学分析确定，常用设备有三轴流变伺服

系统、单轴弹簧压力试验机和杠杆式压力机等[14]。

现关于此类的研究成果较多，可作参考[1519]。 
根据损伤力学，weibull 分布模型对于描述矿柱

的 -  关系具有广泛适用性[20]，其关系式如下[21]： 

0 0( ) exp[ ( / ) ]mE t            （8） 

式中：对于矿柱， 0 ( )E t 为在时间 t 处的初始弹性模

量； 为应变； 为应力； 0 为 -  曲线峰值点的

应变平均测度；m 为均匀性指标，由试验拟合得。 

2.2  模型简化及顶板下沉挠度算法 
一元三次函数与 Weibull 分布 -  的曲线在峰

值前具有极高相似度[11]，故为降低计算难度，将式

（8）等效转化并结合 /w H  （H 为矿柱的初始高

度），算出矿柱对顶板极小面积上的作用力为 

3
3 31

1 3 3d d ( )d d ( )d d
E wE wF x y E E x y x y

H H
       

   

（9） 
式中： 1E 和 3E 都是通过曲线的拟合确定的参数，其

中 1 0E  ， 3 0E  ，且 1/
1 03 ( ) /(2e )mE E t ， 3E    

3 3/ 2
0 m( ) /(2e [ ] )mE t  ，其中 m[ ] 为矿柱压缩应力的峰

值。 
模型的控制方程为 

4
0D w q             （10） 

式中：顶板刚度 3 2/[12(1 )]D Eh   ，E 为顶板的弹

性模量；  为有效的支撑矿柱面积比率，且

/ 4A ab  ，A 为经过折减后支撑矿柱与顶板有效

接触的总面积。 

将 /w H  和 3
1 3E E     代入式（10）中消

去 ，并与式（1）联立，再由伽辽金法得 

4 3 331
03 d d 0

a b

a b

EECD C C q x y
H H


   

 


    

 
 


 

（11） 
令 

4 2
1 2

4
3 4

d d ,   d d

d d ,   d d

a b a b

a b a b
a b a b

a b a b

x y x y

x y x y

    

   

   

   


   



  

   

   


（12） 

其中，当顶板边界状态处于阶段Ⅰ时，将式（2）
代入式（12）得 

4 2 2 4

1 3 3

2

3 4 2

32 768(7 4 7 )
11 025

65 536 256 65 536,   ,  
109 395 225 99 225

a a b b
a b

ab ab ab



  

 
 




        

（13） 
当顶板边界状态处于阶段Ⅱ时，将式（3）代入

式（12）得 

4 4 2 2 4

1 23 3

3 4 2

( ) ,  
16

9 16,
16

a a b b ab
a b

ab ab

 

 

  
  


   

  （14） 

当顶板边界状态处于阶段Ⅲ时，将 ( , ) 1x y  代

1E
2E



1 2


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入式（12）得 

1 2

3 4

0 ,   4     
4 ,  4

ab
ab ab

 
 

  
  

      （15） 

联立式（11）、（12）并化简，且由下式求得C解： 

3 0C p C q              （16） 

式中：
3 2

1 1 2

3 3

D H E Hp
E

  
 
 


 ；

3
4 0

3 3

q Hq
E


 

    。 

3  模型突变和流变理论分析 

3.1  考虑矿柱流变的系统尖点突变理论模型 
采空区群系统状态从连续到突然变化导致失

稳，这实质上是一种不可逆的演化过程，现对其突

变性进行研究。空区群底板和围岩的刚度远大于顶

板和矿柱刚度，故前两者位移量与后两者相比可忽

略不计，再加上顶板中心下沉位移C等于中心矿柱

的压缩位移u ，则系统势函数表达式为 

1 2V U U W            （17） 

式中： 1U 为顶板弯曲的应变能（由薄板理论知[11]，

四边固支与简支的顶板弯曲应变能表达式不同）；

2U 为矿柱压缩应变能；W 为外力作的功。 
22 2 2

2 2

22 2 2
2

2 21

22 2 2

2 2

d d  ( )
2

2(1 )
2

d d ( )

A

A

Du x y
x y

Du
U u x y

x y
x y x y

 

 


  

   
     


            
                 



 

固支

简支

 

（18） 

2 21
2

0
d d d

2

w

A A

EU F w x y u
H


  

  
    

   
  


 

4 43
3 d d

4 A

E x y u
H



 
 
 




           
（19） 

0 0( , )d d d d
A A

W q w x y x y q x y u
 

   
 

   （20） 

由式（17）～（20）得系统势函数为 

4 4 2 23 1
3 d d d d

24 A A

E EV x y u x y u
HH

 
  

   
      

  
 

 
 

0 d d
A

q x y u
 
 
 

                       （21） 

由式（21）可求得平衡方程为 

212 d d
A

EV u x y u
u H


 

 
     




 

4 33
03 d d d d 0

A A

E x y u q x y
H


 
 

  
 

 


  （22） 

将式（22）整理为 
3

1 1 0u m u n           （23） 

21

1
43

3

3 2
3 2 2 2

m m 2
3 2
0 3 0 3

3
0 2 3

m 0 4
1 3

43 0 3
3

2 d d

d d

4 e [ ] 3[ ] e
        0

( ) ( )

d d
2[ ] e

0
( )d d

A

A

m m

m
A

A

E x y
Hm

E x y
H

H H
E t E t

q x y
H qn

E E tx y
H


 




   
  


 

  



 

 



 
     
 

  



    


















 

（24） 
式（23）、（24）是尖点突变理论里典型的平衡

曲面方程[22]。由于式（21）中 4u 的系数为负数，故

得到一个对偶尖点。在平衡曲面上，处于中叶褶皱

边缘上的相点叫临界点（突变点），其稍微扰动就能

突跳到上叶或下叶。临界点处，平衡函数对u 的偏

导为 0，即 2
13 0u m  ，将其与式（23）联立并消

去u 得 

3 2
1 14 27 0m n            （25） 

由尖点突变理论知[22]，式（25）为分叉集方程，

是该系统突变的力学判据方程。只有当 0  时控制

参数平面上的相点才有跨越分叉集使系统突变的可

能；相点越过分叉集时，对应的u 值发生突跳造成

系统极限点失稳并释放能量，宏观表现为矿柱破坏、

顶板突然断裂及坍塌等，特别是高应变能的瞬时释

放会产生岩爆，危害更大。由式（24）知，因 1 0m ≤ ，

故该系统满足发生突变失稳的必要条件。 
3.2  基于空区群系统突变力学判据的支撑矿柱临

界面积算法 

对某个空区群系统，在其他参数确定的某个时

刻，联立式（23）～（25）可求出使系统不发生突

变的矿柱群与顶板最小接触总面积，命为 minA 。当

A  minA 时，系统不稳定， minA 算法流程图如图 3
所示。 
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图 3  minA 算法流程图 

Fig.3  Algorithm flow chart of minA  
 

3.3  矿柱回采时系统到达突变用时的计算 
实际矿柱回采中，各参数值具有动态性，给计

算带来难度。假设参数 0a b D q H m、 、 、 、 、 为定值，

随着时间 t ，矿柱面积比率 值因矿柱的破坏而呈

现递减趋势，从而 值是 t 的减函数，记为 1( )t 。

将式（24）代入式（25），再综合 3 个阶段状态条件，

求出突变点处 min （ 临界值）随 t 变化的分段函数

2 ( )t 。空区群系统突变前的时间 1t 为 1( )t 和 2 ( )t
曲线交点横坐标值，其算法流程图如图4所示。1( )t
与 2 ( )t 函数曲线示意图如图 5 所示，由图知，随矿

柱流变，系统依次进入Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ阶段， min 值仅

在每阶段内连续变化并减小，3 个阶段 min 变化依

次减缓；在Ⅱ、Ⅲ阶段起点 min 值突跳增大。 
将 1t t 代入式（23）、（24），并联立式（23）～

（25）得 

3 3
1 1 1 1

2 3( ) ( ) 0
9

u t m u t m       （26） 

式（26）所求 1( )u t 的重根值命为 1u ，即为系统

突变处顶板最大下沉的挠度。接下来对突变点发生

在不同阶段时 1t 的求法进行简单探讨。 
3.3.1 系统发生突变时处于阶段Ⅰ 

联立式（13）、（16）并代入数据求得的C 命为

1C ，若 1 1C  ，则系统初始状态处于阶段Ⅰ， ( , )x y
表达式采用式（2），将用上述方法求得的 1u 值命为

2u ；如果要使突变也发生在阶段Ⅰ，那么由式（4）
可知 2u 必须满足条件： 2 1u  。在该阶段中，求出 

 
图 4  矿柱回采时系统到达突变的时间算法流程图 

Fig.4  Algorithm flow chart of the time from the beginning 
to catastrophe instability when pillar extracting 

 

 
图 5  伴随矿柱流变的 - t 关系曲线 

Fig. 5  - t curves of the pillar with rheological effect 
 

的 1t 值就是系统从开始到突变所经历的时间，命为

2t 。 

3.3.2 系统发生突变时处于阶段Ⅱ 
由式（4）知，当 1C 或 2 1u ≥ 时，系统突变失

稳发生在阶段Ⅰ之后。当 1 1C ≥ 时，联立式（14）、
（16）求出的C命为 2C ，若 2 2C  ，则系统初始

状态处于阶段Ⅱ。当 2 1u ≥ 时 ( , )x y 的表达式采用

式（3），所求 1u 值命为 3u 。则突变发生在阶段Ⅱ的

条件为 3 2u  。在此基础上求出的 1t 命为 3t ，即为

0.0   0.3     0.6   0.9  1.2  1.5  1.8  2.1  2.4  2.7  3.0 
t / (104 h) 

0.30
0.28
0.26
0.24
0.22
0.20
0.18
0.16
0.14
0.12
0.10

 

1(t) 
2(t) 

Ⅰ    Ⅱ                Ⅲ 

1t

系统初始状态
处于阶段Ⅱ 

系统初始状态
处于阶段Ⅲ 

系统初始状态
处于阶段Ⅰ 

系统突变时状
态处于阶段Ⅱ 

系统突变时状
态处于阶段Ⅲ 

系统突变时状
态处于阶段Ⅰ 

求出系统从开始 
到突变时间 4t t  

求出系统从开始 
到突变时间 3t t  

求出系统从开始 
到突变时间 2t t  

结束 

否 

是 

是 

是 

否 
否 

是 

是 

否 

否 

否 
是 

是 否 

开始 

求出 
C2 

求出 
C1 

联立式（2）、（13）、
（24）、（25）并代

入数据求出 

联立式（3）、（14）、（24）、
（25）并代入数据求出 

令 ( , ) 1, 0,x y D   联
立式（15）、（24）、（25）

并代入数据求出 

2 2
T

2
[ ]

48
a hu
D




2 2 2
T

3 2 2 2
2 [ ]

3( )
a b hu

b a D





 

2 2 2
T

2 2 2 2
2 [ ]

3( )
a b hC

b a D





 

2 2
T

1
[ ]

48
a hC
D




0 

0 

0 求出 
u3 

求出 
u2 

突变点系统状
态处于阶段Ⅲ 

开始 

突变点系统状
态处于阶段Ⅰ 

突变点系统状
态处于阶段Ⅱ 

开始 

min a  min c  min b 

min min4A ab

令 ( , ) 1x y  ,并代入数据,
联式式（15）、（24）、 
（25）求出 c   

2 2 2
T

b 2 2 2
2 [ ]

3( )
a b hu

b a D





 

代入数据,联立式（3）、（14）、
（24）、（25）求出 b  ,
将其代入式（23）中求得

顶板下沉挠度 bu u  

代入数据,联立式（2）、（13）、（24）、（25）
求出 a  ,将其代入式（23）中求得

顶板下沉挠度 au u  

2 2
T

a
[ ]

48
a hu
D




是 

否 

否 是 
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系统从开始到突变所用的时间。 

3.3.3 系统发生突变时处于阶段Ⅲ 
由式（5）知，当 3u 或 2 2C ≥ 时，系统突变发

生在阶段Ⅲ。此时， 0D  ， ( , ) 1x y  ；同理，可

求出突变点处矿柱压缩量 4u 及所经历的时间 4t ，此

时 4u 满足条件： 4 2u ≥ 。 

3.4  算法的工程应用及其有效性和实用性验证 
盘龙矿矿区位于中国广西省中部偏东，以开采

铅锌矿为主，上覆岩层主要为白云岩。在-270 中段

23 到 26 线间存在空区群，该区近似矩形；在 2013
年 2 月至 2014 年 7 月内空区自稳，之后出现明显冒

落、岩爆等灾害现象；初期，其顶板未有明显下沉

现象，此期间按计划进行矿柱回采等作业活动，估

计矿柱与顶板接触面积的减小速率达到每月  
0.027 5。现需计算该空区群的支撑矿柱覆盖面积临

界值，并判断其稳定性；求出按回采计划，该空区

群达到突变前的时间。对于相关蠕变参数，参考已

有研究成果求取如下[14, 19]： 1E  6.0×105
 MPa， 2E   

2.699 4×104 MPa， 1  1.11×104 MPa∙h， 2   1.97× 
109 MPa∙h。该区域其余的岩体力学及其相关的参

数，分别由试验折减与现场调查取得，其各值见   
表 1。 

 
表 1  盘龙矿某区域空区群系统各参数取值 

Table 1  Parameters of goaf group system in an area of the Panlong ore 
顶板  矿柱  上履岩层  采空区 

弹性模 
量 E 

/ MPa 

泊松比 
  

重度 
1  

/ (kN/m3) 

平均厚
度 1h  
/ m 

刚度 
D 

/ (MPa∙m3) 

抗拉强度 
T[ ]  

/ MPa 

均布荷 
载 0q  
/ MPa 

 
平均初始 
高度 H 

/ m 

初始弹性 
模量 E0 
/ MPa 

峰值抗压 
强度 m[ ]  

/ MPa 
 
平均重 
度 2  

/ (kN/m3) 

厚度 
2h  

/ m 
 
近似长边

2a 
/ m 

近似短 
边 2b 

/ m 

支撑矿

柱面积

比率   
/ % 

均匀性

指标 
m 

27 657 0.23 28.32 8.5 1.440 4×106 3.35 9.28  8 26 994 35.98  27 335  140 48 61 1                     
根据前面的流程图，计算过程如下： 

minA 的求解： 
（1）代入数据，联立式（2）、（13）、（24）、     

（25）得 a 0.1915  ，将其代入式（23）、（24） 

求得 au  0.047 0 m；故
2 2

T
a

[ ] 0.016 5 m
48

a hu
D


  ， 

a  0.191 5 舍去。 
（2）代入数据，联立式（3）、（14）、（24）、（25）

求得 b 0.285 6  ，将其代入式（23）、（24）求得 bu   

0.039 9 m ；故
2 2 2

T
b 2 2 2

2 [ ] 0.0181 m
3( )

a b hu
b a D




 
 

，所 

求的 b 舍去。 
（3）令 ( , ) 1x y  ，并代入数据，联立式（15）、

（ 24）、（ 25）求得 c 0.257 9  符合要求，即

min c 0.257 9   ；由于 min  ，系统具有稳定性。 
（4） 2

min min4 1733.088 mA ab  。 
计划作业时考虑流变的稳定时间 t 的求解： 
（1）代入数据求得 1 0.0 m12 8C  ，所以 1C   

2 2
T[ ] 0.016 5 m
48

a h
D


 ，系统初始状态在阶段Ⅰ。 

（2）联立式（2）、（13）、（24）、（25）并代入数

据求得 3 2 7
1 14 27 4.804 3 10 0m n        。 

（3）若 t 以小时为单位，则 1 1( ) ( / )t t t       
53.819 444 10 0.61t     ；代入数据求得 2u   

0.060 7 m；故
2 2

T
2

[ ] 0.016 5 m
48

a hu
D


  ，则系统突 

变时不处于阶段Ⅰ，需要求 3u 。 
（4）代入数据求得 3 0.052 6 mu  ； 

故
2 2 2

T
3 2 2 2

2 [ ] 0.0181 m
3( )

a b hu
b a D




 
 

，则系统突变 

时处于阶段Ⅲ。 
（5）求得 4 0.034 0 mu  ，4 9 218h 12.80t   月。 
由计算结果可知，该区域系统初始状态处于阶

段Ⅰ，顶板较完整，最大下沉量约为 1.65 cm，其相

对于顶板厚度来说是极小的，约为顶板厚度的

0.19%，下沉量极不明显，加之运用王金安等[10]的

算法结果约为 0.089%，相差不大，故符合实际情况。

由算法可知，系统尚未突变失稳，有发生突变的必

要条件。当矿柱面积比率小于 25.79%时，系统失稳，

产生大面积顶板冒落、坍塌，此时系统状态处于阶

段Ⅲ，顶板不完整且破裂成多个板块；因此，该区

域起支撑作用的矿柱与顶板的接触面积应高于 1 
733.088 m2。在其他条件不变情况下，按矿柱回采

计划，算出该区域系统稳定时间约为 12.80 个月，

且系统突变时状态处于阶段Ⅲ；实际观测时间约 17
个月，因 12.80<17，在合理范围内，故与实际相符。 

工程应用中，利用该算法，对于已有系统，可

计算顶板最大下沉挠度并评判其完整度情况，判别

系统是否处于或趋于危险状态，以及根据开采计划，

估测系统达到突变失稳的时间；对计划开采区域，

可评判其采场设计、开采规划等方案是否安全及合

理，同时通过规划、设计间接调控系统的稳定时间。 

4  各影响因子的变动对系统稳定性
的影响分析 

由式（24）知，影响空区群系统稳定性的因子
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有：空区群尺寸（a 和 b）、顶板刚度 D、顶板载荷 0q 、

矿柱面积比率 、矿柱初始高度H 、矿柱弹性模量

0 0( )E t 和矿柱峰值抗压强度 m[ ] 。 和 0 0( )E t 的变

动直接影响顶板下沉挠度及突变状况，接下来先以

这两者作为切入点研究各因子对系统稳定性的作

用，再探讨各因子数值的变动对 临界值的影响。

阶段Ⅰ或Ⅱ顶板保持完整性，顶板最大下沉挠度及

系统稳定性受其物理性质的影响，现只研究这两阶

段。 
4.1  矿柱面积比率和弹性模量对下沉挠度影响 

在某一时刻 0t t 时，另 0 0 0( )E E t ，将式（13）
或式（14）代入式（24），并将求得的 1m 和 1n 代入

式（23）得出以为自变量、u 为因变量的隐函数

为 
3 31

2( ) ( ) ( ) 0
kku k u 

 
        （27） 

其中： 
3

3 2
31 m

2 1 1 1 3
0 3
32

2 32 2
m 0 4m 2

2 32 3
0 3 0 3

4 e [ ]
, ,

2[ ] e3[ ] e
,

m

mm

kk Hk m n k
E

H qHk k
E E

 
  

  
 


          



 


 

（28） 
在某个时间段内令 T 0 ( )E E t ，若式（24）以

0 ( )E t 为自变量、u 为因变量，则得出隐函数如下： 

3 31 2
T T3 2 3

T T T

( ) ( ) ( ) 0
ll lu E u E

E E E
   

  
（29） 

其中： 

3
3 2

31 2 m
1 1 13 2 3

3T T T
32

2 32 2
m 0 4m 2

2 3
3 3

4 e [ ]( ) , ,

2[ ] e3[ ] e
,

m

mm

ll l Hm n l
E E E

H qHl l

 


  
 


     


 


 

 （30） 

由式（13）、（14）、（18）可得 3/  的通式为
4 4 2

3 1 2/ (1/ 1/ /( ) )s D b a s ab     ，其中 1s 和 2s 分

别为任意常数。可看出，顶板宽度一定时其面积 ab
或刚度D 越大，则 3/  越大， 1k 或 1l 值也就越大。

同理可得， 2 3/  与 4 3/  值为常数，不影响 2k 、 3k
或 2l 、 3l 的取值。 

分别在 b、H、 m[ ] 和 0E 值一定的条件下讨论

式（27）、（28），b、H、 m[ ] 和 值一定的条件下

讨论式（29）、（30）。由式（27）～（30）知， ( )u 
和 T( )u E 的函数图像形状分别主要受 1k 、 3k 值和 1l 、

3l 值的影响。 1k 或 1l 值主要受空区群顶板刚度D 和

空区群顶板面积 ab的大小影响，并与D 呈正相关、

与 ab呈负相关； 3k 或 3l 值主要受顶板载荷值 0q 的影

响，并与其呈正相关。参照盘龙矿工程数据，对式

（27）、（28）只改变 1k 值，用 Matlab 软件拟合出此

情况下 ( )u  函数的曲线族图像如图 6 所示。其中从

左往右的曲线 1k 值大小递减；若只改变 3k 值，拟合

出的 ( )u  函数曲线族示意图与图 6 类似，但从左往

右的曲线的 3k 值大小递增。 
 

 
图 6  不同 1k 值的 ( )u  函数曲线族 

Fig.6  Family curves of function ( )u  with 
different values of 1k  

 
对于式（29）、（30），只改变 1l 值大小，绘出它

的 T( )u E 函数曲线族示意图如图 7 所示。其中从左

往右的曲线的 1l 值大小递增；若只改变 3l 值，绘出

的示意图与图 7 类似，但从左往右的曲线的 3l 值大

小递减。 

图 6、7 中曲线的拐点均为系统突变点，相点离

拐点越近，系统越趋向于发生突变。 ( )u  函数图像

的有效部分均为图中拐点以下的曲线， T( )u E 函数

图像的左半支或下半支为其有效部分曲线。由图 6
可知，当 为定值时， 1k 值越小， 3k 值越大，则u
越大，同时图像中相点离拐点越近；对于相同的 1k
和 3k 值曲线，随着 的减小 ( )u  增大，相点离拐点

越近；对于相同的 1k 和不同的 3k 或者相同的 3k 和不

同的 1k 曲线，随着 的增大，各两两曲线间顶板下

沉挠度的差值 u 逐步减小。由图 7 可知，对于同

一条曲线，u 与 TE 大小呈反比。矿柱的流变性使其

TE 值随时间减小，从而相点与拐点距离随时间增

大；因此，其他条件不变时，矿柱流变作用不会导

致系统突变；但u 随时间增大，导致顶板完整性逐

渐被破坏，此过程表现为渐变性。图 7 曲线对于相

同的 TE 值，随 1l 的减小或 3l 的增大，u 也增大，相

点离拐点也越近。函数 T( )u E 与函数 ( )u  的分析相

印证。 
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图 7  不同 1l 值的 T( )u E 函数曲线族 

Fig.7  Family curves of function T( )u E with 
different values of 1l  

 

4.2  矿柱面积比率与弹性模量对临界点的影响 
另 3 2

1 14 27f m n  并结合式（28）和式（30），
分别以  为自变量 ( )f  为因变量、 TE 为自变量

T( )f E 为因变量得出如下两函数： 
3 2

31
2( ) 4 27

kkf k
 

   
      

   
    （31） 

3 2

31 2
T 3 2 3

T T T

( ) 4 27
ll lf E

E E E
   

      
   

  （32） 

参照工程数据，只改变 1k 值绘出 ( )f  关于不同

1k 值的曲线族图像示意图如图 8 所示。其中从左往

右的曲线的 1k 值逐步减小；若只改变 3k 值，绘出的

曲线与图 8 类似，但从左往右的曲线的 3k 值逐步增

大。只改变 1l 值的大小，绘出 T( )f E 关于不同 1l 值

的曲线族图像示意图如图 9 所示，其中从左往右的

曲线的 1l 值逐步增大；若只改变 3l 值，绘出的图像

与图 9 类似，但从左往右的曲线的 3l 值逐步减小。 
 

 
图 8  不同 1k 值的 ( )f  函数曲线族 

Fig.8  Family curves of function ( )f  with 
different values of 1k  

 

图 8、9 中曲线零点为突变点且该处 ( )f     

0( ) 0f E  ，相点离零点越近越倾向于发生突变。从

图 8 可看出，随着 1k 的减小或者 3k 的增大， ( )f  零

点处的 值增大，即 的临界值增大。对于相同的

值， 1k 值越小或者 3k 越大，相点离零点越近。其次，

同一条曲线，随着 的减小，相点渐渐接近零点。

这再次印证了对函数 ( )u  的分析。 
 

 
图 9  不同 1l 值的 T( )f E 函数曲线族 

Fig.9  Family curves of function T( )f E with 
different values of 1l  

 

从图 9 看出，同一曲线中随 TE 的增大， T( )f E
值逐渐增大到 0。相同 TE 值， 1l 越小或者 3l 越大，

相点离零点越近。在一些具有孔隙和微裂隙的矿柱

中，其岩石压缩初始阶段为塑性变形，孔隙和微裂

隙逐渐压密，宏观上表现为弹性模量的增大，且随

之系统有可能达到突变点发生突变。 
4.3  各因子对矿柱面积比率临界值的影响分析 

当 0  时，将式（13）或式（14）和式（24）
式代入式（25），结合工程数据参数，分别以 TE 、

H、 m[ ] 和 D 为自变量，以 为因变量作函数示意

图分别如图 10 所示，其中图 10(b)的曲线拐点以上

为有效部分。 
 

    
 (a) 突变点处矿柱 T -E  关系    (b) 突变点处 -H  关系 

   
  (c) 突变点处 m[ ]-  关系         (d) 突变点处 -D  关系 

图 10  突变点处 分别与 TE 、 H 、 m[ ] 、 D的 

变化关系曲线 

Fig.10  Relationships between and TE , H , m[ ] , D  
respectively at the catastrophe point 

 
从图 10 中可以看出，突变点处的 值和 TE 值
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大小呈正比，但与 H、 m[ ] 和 D 值大小呈反比。计

划或开采中，可直接或间接地调控这些参数来使维

持系统稳定的 临界值减小。但矿柱高度大于一定

程度时，会导致其本身的失稳破坏；顶板刚度小于

一定值的时候也可能使其本身发生纵向断裂破坏。 

综上，上述分析具有一般性，a、b、D、 0q 和
是影响系统稳定性的外在因素，H、 TE 和 m[ ] 则是

内在因素，a、b、D、 0q 和 为系统稳定性直接可

控因子。其他条件不变情况下，顶板刚度和支撑矿

柱面积比率越小，空区群长度越大、上覆岩层越厚，

则系统越倾向于发生突变失稳。地下开采中，随着

的矿柱面积比率的减小及应变软化，顶板下沉挠度

增大，并逐渐产生内部拉伸破坏现象，其完整性随

之改变，最终造成顶板垮落。当 D、 0q 、H、 TE 和

m[ ] 值一定时，可通过调控空区群尺寸和支撑矿柱

面积比率来确保系统安全稳定。随着地下开采工作

的进行，空区群的尺寸会逐渐增加，同时，一些原

始矿柱会发生风化和破坏以至于其强度降低，系统

稳定性也会随之下降。此时，为保证系统安全稳定，

在开采同时应当保留足够数量的支撑矿柱；也可通

过加设人工矿柱的方式来加大 值，或者用具有更

大抗压强度的人工矿柱来替换已被破坏的原始矿

柱；必要时，应对某些空区进行充填。 

5  结  论 

（1）以地下矿山空区群为对象，突破将顶板-

矿柱系统构建二维模型的思想，将其构建成三维物

理模型，结合尖点突变理论和岩土流变力学理论对

其失稳释能的机制进行研究分析。 

（2）推导出了该系统突变失稳的力学判据，并

依此给出矿柱与顶板接触面积临界值的算法及矿柱

回采时系统到达突变的时间算法流程图，并验证了

其有效性和实用性。 

（3）使系统不突变的矿柱面积比率临界值 min
在每阶段里随时间减小，3个阶段的 min 平均减小速

率依次降低，且该值在每阶段起点处突跳增大。 

（4）在平衡方程和控制方程分析基础上，列出

了影响系统稳定性的各因子，结合工程参数、软件

分析论述了外在和内在因素对系统稳定性的影响作

用。开挖过程中，依据本文算法，直接或间接地控

制这些参数，可对系统稳定性进行调控。 
（5）该分析具有一般性，为空区群稳定性的力

学状态分析及稳定时间预测等方面提供定量分析的

新思路，为矿山安全生产管理、隐患排查、开挖规

划及空区群系统稳定性调控提供依据。 
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