
第 39 卷第 6 期                                岩    土    力    学                                Vol.39  No.6 
2018 年 6 月                                          Rock and Soil Mechanics                                           Jun.  2018 

 
收稿日期：2016-08-25 
基金项目：国家重点基础研究发展计划项目（973 计划）（No.2014CB047001）；国家自然科学基金项目（No.11672015，No.51579005）。 
This work was supported by the National Program on Key Basic Research Project of China (973 Program) (2014CB047001) and the National Natural Science 
Foundation of China (11672015, 51579005). 
第一作者简介：田雨，男，1992 年生，博士研究生，主要从事各向异性土的强度理论和本构模型方面的研究。E-mail: tianyu@buaa.edu.cn 
通讯作者：姚仰平，男，1960 年生，博士，教授，主要从事土的基本特性及其本构关系方面的研究。E-mail: ypyao@buaa.edu.cn 

DOI：10.16285/j.rsm.2016.2030 

 

 

从各向异性的角度解释和模拟土的非共轴特性 

田  雨，姚仰平，罗  汀 
（北京航空航天大学 交通科学与工程学院，北京 100191） 

 
摘  要：从发挥面的角度出发，分析论证各向异性是引起岩土材料出现非共轴现象的根本原因，得到与材料力学一致的结论。

当共轭的两发挥面与沉积面的夹角不相等时，主应力面上将出现塑性应变增量的切向分量，所以塑性应变增量的主方向与应

力的主方向非共轴。按照这一结论，对非共轴的数值模拟，也应当根据各向异性本构模型进行。为考虑各向异性影响新近提

出的各向异性变换应力法，改变了各应力分量的相对大小，得到的各向异性变换应力张量与真实应力张量的主方向不一致，

因此也能反映非共轴。利用各向异性变换应力法，能够在现有的弹塑性本构模型的框架下，描述土的非共轴现象。以各向异

性 UH 模型为例，预测各种加载条件下的非共轴变形，验证了该方法的有效性。 
关  键  词：土；非共轴；各向异性；变换应力；本构模型 
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Explanation and modeling of non-coaxiality of soils from anisotropy 
 

TIAN Yu,  YAO Yang-ping,  LUO Ting 
(School of Transportation Science and Engineering, Beihang University, Beijing 100191, China) 

 
Abstract: From the point of view of the mobilized plane, material anisotropy has been proved to be the fundamental reason to cause 
the non-coaxiality of soils, which is consistent with a conclusion in the material mechanics. When angles between the two conjugate 
mobilized planes and the bedding plane are not equal, shear components of the plastic strain increment will occur in the principal 
stress plane. As a result, the direction of principal plastic strain increment will not be coaxial with the direction of principal stress. 
Based on this conclusion, numerical modeling of non-coaxiality should also be carried out according to an anisotropic constitutive 
model. The newly proposed anisotropic transformed stress method considering the effect of anisotropy is also capable of reflecting 
the non-coaxiality, because it changes the relative magnitudes of stress components and obtains an anisotropic transformed stress 
tensor with different principal directions from the ordinary stress tensor. Using this method, non-coaxial behaviors of soils can be 
described under the framework of the existing elastoplastic constitutive models. As an example, the anisotropic UH model is adopted 
to predict the non-coaxial deformation under different loading conditions to verify this method. 
Keywords: soils; non-coaxiality; anisotropy; transformed stress; constitutive model 
 

1  引  言 

土体中任意一点的应力状态可用 6 个独立的应

力分量表示，应变状态可用 6 个独立的应变分量表

示，本构模型就是要建立这 6 个应力分量与 6 个应

变分量之间的关系。为降低建模难度，经典的弹塑

性本构理论通常先确定 3 个主应力和 3 个主应变的

关系，再利用共轴假定，即假设塑性应变增量的主

方向与应力全量的主方向一致，扩展至一般状态。 
但是，许多试验已经证实，对于岩土材料，共

轴假定在某些情况下并不适用。Roscoe[1]从砂土的

单剪试验结果中发现，剪胀之前应力主轴与应变增

量主轴的方向差别很大，后期才逐渐趋于一致。

Saada[2]在对倾斜沉积的土样进行三轴压缩试验时，

观察到试样发生扭曲，Saada 分析这是因为试样端

部有产生切应变的趋势，但该趋势受到了加荷板的
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限制。为了克服常规三轴试验的缺陷，能够控制主

应力方向的空心圆柱扭剪仪被用于研究土的非共轴

特性。Symes[3]、Tong[4]、蔡燕燕[5]、Yang[6]等的定

轴剪切试验表明：当大主应力与沉积方向的夹角等

于 0°或 90°时，加载过程中塑性应变增量的主方

向始终与主应力方向共轴；当夹角介于 0°至 90°
之间时，出现非共轴，且非共轴程度随着加载逐渐

减弱。应力主轴旋转条件下非共轴现象更为显著：

Gutierrez 等 [7]测得丰浦砂的非共轴角甚至超过   
30°；Miura 等[8]研究了应力比和应力主轴旋转起始

方向对非共轴程度的影响；严佳佳等[9]研究了剪应

力、中主应力等因素对杭州软黏土非共轴特性的影

响；杨彦豪等[10]发现，原状和重塑黏土非共轴角的

波动规律基本一致，仅波幅不同。需要强调的是，

非共轴特指塑性应变增量的主方向与应力全量的主

方向不一致，而不是总应变增量的主方向与应力全

量的主方向不一致。 
国内外学者提出了一些描述土体非共轴特性的

本构模型。Rudnicki 等[11]采用带角点的屈服面描述

剪切带上的应变局部化现象，推导出的塑性应变增

量中多了与应力增量有关的项，而与应力全量非共

轴。受此启发，Papamichos[12]、Yang[13]等建立了非

共轴本构模型，将塑性应变增量分解成共轴部分和

非共轴部分，共轴部分仍根据经典的弹塑性本构模

型计算，引入额外的机制计算非共轴部分。

Huang[14]、钱建固[15]等将非共轴模型推广到三维应

力状态。此外，Jiang 等[16]通过引入一个描述颗粒旋

转的参量，建立微观颗粒运动与宏观变形的联系，

得到能够描述非共轴的运动模型。Qian 等[17]从微观

力学角度分析，考虑了背应力对组构演化的贡献，

建立的移动硬化模型对非共轴和局部损伤现象有很

好的描述。 
各向异性通常被认为是引起非共轴的根本原 

因[36, 810, 1618]。本文从发挥面的角度出发，解释岩

土材料的非共轴机制。然后为进一步从各向异性的

角度建立本构模型模拟非共轴，引入新提出的各向

异性变换应力法（ATS 法）[19]，该方法原本是为了

考虑各向异性的影响而提出的，本文将论证其也能

反映非共轴。最后以统一硬化（UH）模型[20]为例，

采用 ATS 法将其发展成各向异性模型，用于预测各

种加载条件下的非共轴现象。 

2  岩土非共轴的机制解释 

材料力学[21]一般认为，各向同性金属的主应变

始终与主应力共轴；而对于各向异性金属，若主应

力与材料主轴方向一致，也是共轴的，但若主应力

与材料主轴方向不同，将出现非共轴。计算各向异

性金属的变形时，通常先将应力分解到材料主轴上，

求出材料主轴上的各应变分量，进而确定应变的主

方向，判断是否与应力的主方向共轴。然而，岩土

是一种摩擦材料，影响其变形和破坏的主导因素是

剪正应力比，解释岩土的非共轴机制，也应当从这

一角度入手。 
2.1  发挥面上的塑性应变增量 

Matsuoka[22]认为，发挥面（即剪正应力比 N 
最大的平面）上剪正应力比和应变增量比 Nd d 
的关系最能代表岩土的本构规律。但通常单元内的

发挥面不止一个，对于各向异性土，应当综合考虑

所有发挥面的影响。如图 1 所示，在大主应力 1 和

小主应力 3 所在的平面内，存在共轭的两个发挥面

A 和 B。根据力的平衡条件，可以得出两发挥面上

应力的大小相等，且该相等关系与材料的力学特性

无关。而两发挥面上的应变，与材料各向异性有关。

下面分情况进行讨论。 

 
(a) 大主应力与沉积方向相同 

 
(b) 大主应力与沉积方向不同 

图 1  发挥面上土颗粒的排列 
Fig.1  Arrangement of soil particles in the 

mobilized planes 
 

2.1.1 情况 1，土样为各向同性 
此时，发挥面 A、B 上土颗粒的排列完全相同，
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具有相同的抵抗压缩和剪切的能力，因此，应变相

等，即 p p
N,N,d d BA  和 p pd d BA  。其中， p

N,d A
和 p

N,d B 分别为发挥面 A、B 上的塑性正应变增量，
pd A 和 pd B 分别为发挥面 A、B 上的塑性切应变增

量。 
2.1.2 情况 2，土样为各向异性， 1 垂直于沉积面 

如图 1(a)所示，由于两发挥面的对称性，发挥

面A与沉积面的夹角 A 等于发挥面B与沉积面的夹

角 B ，两平面上土颗粒的排列方式仍然相同，抵抗

压缩和剪切的能力也相同，仍有 p p
N,N,d d BA  和

p pd d BA  。 
2.1.3 情况 3，土样为各向异性， 1 的方向与沉积方

向存在偏角   
如图 1(b)所示，此时， A B  。由于土颗粒的

定向排列，在发挥面 A 上，颗粒之间相互交错咬合，

剪切将引起颗粒的翻滚甚至破碎，需要消耗较多的

能量，因此，沿平行于发挥面 A 的方向具有较强的

抵抗剪切的能力；而在发挥面 B 上，颗粒长轴较接

近平行于该平面，在剪应力的作用下颗粒容易发生

相对滑动，因此， p pd d BA  。而对于两发挥面上

的正应变增量，由于在沉积过程中，土体在垂直于

沉积面的方向上已经充分被压缩，形成了稳定的结

构以抵抗压应力，因此，在相同的压应力的作用下，

较为接近沉积面的发挥面 B 上正应变增量较小，即
p p

N,N,d d BA  。 
2.2  主应力面上的塑性切应变增量 

根据发挥面 A、B 上的塑性应变增量绘出摩尔

圆，如图 2 所示。由于发挥面的对称性，主应力面

在摩尔圆上对应的点，必然位于 AOB 的角平分线

或其反向延长线上，据此求出大、小主应力面上的

塑性切应变增量 

p
p p 2 p p 2

N,N,p

d 1(d d ) (d d )
4d

C
B BA A

D


   



    


（1） 

 

 

图 2  塑性应变增量摩尔圆 
Fig.2  Mohr’s circle of the plastic strain increments 

 

需要说明的是，式（1）是根据几何关系推出的，

与材料各向异性无关。从该式可以看出，当且仅当
p p

N,N,d d BA  且 p pd d BA   时，才有 p pd d 0DC   。

根据第 2.1 节的讨论，对于情况 1、2，这两个等式

成立（规定切应变以使隔离体顺时针旋转为正，所

以发挥面 A、B 上切应变的符号相反）；而对于情况

3， pd 0C  ， pd 0D  ，主应力面上出现了塑性应变

增量的切应变分量，表明该面不是塑性应变增量的

主值所对应的平面，应力的主方向并非塑性应变增

量的主方向，即存在非共轴。 
以上利用发挥面，证明了各向异性是引起岩土

材料非共轴的根本原因。虽然分析的角度与材料力

学中针对金属材料采用的角度不同，但得出的结论

一致。既然各向异性引起了非共轴，所以应当利用

各向异性本构模型对非共轴现象进行预测和模拟。 

3  各向异性变换应力法简介 

各向异性变换应力法（ATS 法）[19]通过调整各

方向应力分量的相对大小，将各向异性土等效成各

向同性土，以考虑各向异性的影响。 
3.1  组构张量 

以土颗粒的微观排列为描述对象的组构张   
量[23]，是反映岩土各向异性的有效工具。对于横观

各向同性土，若其对称轴沿竖直方向（即物理空间

( , , )z x y 的 z 轴），其组构张量定义如下： 

0 0
10 (1 ) 0
2

10 0 (1 )
2

ij







 
 
 
  
 
 
 
 

F       （2） 

式中：为描述各向异性程度的参数。 1 3  表示

颗粒均匀分布，土样为各向同性；越小表示长轴

指向 z 轴方向的颗粒越少，各向异性程度越大。对

于横观各向同性土，一般 1 3  。 
3.2  修正应力张量 

将组构张量与真实应力张量结合[19, 24]，得到修

正应力张量为 
3 ( )
2ij ik kj ik kj   F F         （3） 

式中： ij 为二阶对称张量，具有应力的量纲。当土

样为各向同性 ( 3)ij ij F 时， ij 退化成 ij 。 
式（3）的物理意义是，利用 ijF 对各方向应力

分量的相对大小进行修正，使得 ij 作用下的各向异

性土可以等效为 ij 作用下的各向同性土。在参考文

p
p
N,

dd ,
2

B
BB 

 
 
 

p
p
N,

dd ,
2

D
DD 

 
 
 

p
Nd

p
p
N,

dd ,
2

A
AA 

 
 
 

p
p
N,

dd ,
2

C
CC 

 
 
 

pd
2


O



  2038                                      岩    土    力    学                                   2018 年   

 

献[19]中，通过与多种试验数据对比，验证了该式

在描述土的各向异性上的准确性。 
3.3  各向异性变换应力张量 

为了考虑中主应力的影响，仿照变换应力公  
式[2526]，由 ij 推出各向异性变换应力张量为 

c ( ) ,     ( 0)

,                                ( 0)

ij ij ij
ij

ij

qp p q
q

q

    
 


  




  （4） 

式中： p 和 q 分别为 ij 的平均正应力和广义剪应

力； cq 为通过当前应力点的屈服面在三轴压缩处的

偏应力，根据 Lade 准则推出 

   
1

c 1
11 cos arccos

2 3
Jq I J

            
    （5） 

   3
3

1

27IJ
I

              （6） 

式中： 1I 和 3I 分别为 ij 的第一、三不变量。 
各向异性变换应力张量 ij 综合考虑了各向异

性和中主应力的影响，用 ij 直接替换本构模型中的

应力张量 ij ，就能将模型扩展为各向异性。 

4  ATS 法对非共轴的描述 

首先，关于 pd ij 、 ij 和 ij 的主方向，有如下关

系： 
（1） pd ij 与 ij 的主方向共轴。ATS 法假设塑性

流动方向沿变换应力空间中塑性势函数的梯度方

向，即 pd ij ijg      （其中为塑性因子，该假

设的必要性和合理性见参考文献[19]）。以二维应力

状态为例，设塑性势函数为 ( , )g p q C  （ p 和 q分
别是 ij 的平均正应力和广义剪应力），平面 -z y 上

pd ij 的大主方向与 z 轴的夹角 pd 满足 

p
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d p p

2
d
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d d
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tan 2zy
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
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

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 

  （7） 

式中：   为 1 与 z 轴的夹角。因此， p
1d 与 1 共

轴。 
（2） ij 与 ij 的主方向共轴。根据式（4），  

又满足 

2
tan 2 zy

z y





 
 





 

 

c

c c

2
2

tan 2
( ) ( )

zy
zy

z y
z y

q
q

q qp p p p
q q







  

 
    

 

（8） 
式中：  为 1 与 z 轴的夹角。因此， 1 与 1 共轴。 

综合（1）和（2）两种情况， pd ij 与 ij 的主方

向共轴。这符合土样在修正应力空间被视为各向同

性的假定。若 ij 与 ij 的主方向不一致，则 pd ij 与 ij

的主方向也将非共轴。 

下面以图 3所示的加载条件为例，探讨 ij 与 ij
的主方向是否共轴：土样水平沉积，主应力 2 始终

沿 x 轴方向， 1 和 3 能够在平面 -z y 内旋转。设 1
与 z 轴夹角为  。 
 

 
图 3  加载条件 

Fig.3  Loading condition 
 

由 于 物 理 空 间 ( , , )z x y 与 主 应 力 空 间

1 2 3( , , )   不重合，需将组构张量进行坐标变换，

然后才能代入式（3），得到主应力空间中的修正应

力张量为 

 

 

1 1 3

2

1 3 3

3 3(1 ) (1 3 )cos 2 0 (1 3 )( )sin 2
4 8

30 (1 ) 0
2

3 3(1 3 )( )sin 2 0 (1 ) (1 3 )cos 2
8 4

ij

 

 

       

 

       

      
 
   
 
      
 

         （9） 

 
从式（9）可以看出，经过应力修正后， 1 作 用面上出现了 ij 的剪应力分量，说明 ij 与 ij 的主

沉积面 

x

y

 1

2



z

3
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方向不一致， 1 与 1 的夹角 满足 

1 3

1 3 1 3

(1 3 )( )sin 2tan 2
(1 )( ) (1 3 )( )cos 2





   


      
 


    

 

（10） 
式中： 也是 1 与 p

1d 的夹角，即非共轴角。 与

各向异性程度、应力比 1 3  和大主应力偏转角

 有关，下面分析 3 个物理量的取值对 的影响。 
图 4(a)中，3 条曲线分别对应取 0.28、0.30、

1/3 时 与 1 3  的关系，  均为 30°。该情况对

应于定轴剪切试验。从图中可以看出：各向同性土

( 1 3)  的   0，即始终共轴；各向异性土随着应

力水平的升高，非共轴程度逐渐减弱，最终 趋于

某一较小值，且各向异性程度越大（ 越小），非

共轴程度越大。需要指出的是，虽然不随加载演

化，即没有考虑应力诱导各向异性，但计算出的各

向异性土的非共轴程度仍将随加载演化。 
图 4(b)中，3 条曲线分别对应取 0.28、0.30、

1/3 时 与  的关系， 1 3  均为 1.5。这种情况对

应于应力主轴旋转试验。从图中可以看出：曲线呈

正弦型，当   0°（ 1 竖直）或 90°（ 1 水平）

时， 0  ，这是由于此时两发挥面与沉积面的夹

角相等；当   90°时， 0  ，而当   90°时，

0  ，表明 p
1d 始终比 1 更接近水平方向，这是

因为沿水平方向土样较软，应变相对较大；在  等

于 30°或 150°附近，非共轴程度最大。 
 

 
(a)  与 1 3/  关系曲线 

 
(b)  与  关系曲线 

图 4  非共轴角的演化 
Fig.4  Evolution of the non-coaxial angle 

上述预测结果与根据本文第 2 部分对非共轴的

机制解释得出的结论完全一致，与试验规律[310]也

相符。 

5  模型及其验证 

5.1  各向异性 UH 模型 
以 UH 模型[20]为框架，采用 ATS 法将其扩展为

各向异性。用 ij 代替 ij ，得到各向异性 UH 模型

的屈服函数 f 、塑性势函数 g 和硬化参数H 如下： 

   
2

2
0

ln ln 1 0pf g H
p M

 
      

 




   （11） 

   
4 4 4

f p
v4 4 4

p f

1d dM MH
c M M

 









      （12） 

式中： 0p 为初始屈服面与 p 轴交点的横坐标；   
q p  ； p 0( ) (1 )c e    ，其中  和  分别为

- lne p 空间中正常固结线和回弹线的斜率， 0e 为初

始孔隙比；M 和 fM 分别为大主应力沿沉积方向的

三轴压缩试验中，土样达到特征状态和峰值状态时，

ij 的应力比 q p ，M 和 fM 与真实应力的M 和 fM
存在以下关系： 

   3 (3 1) (9 3)
2 (3 1) 3

MM
M

 

  


 

      （13） 

 f
f

f

3 (3 1) (9 3)
2 (3 1) 3

MM
M

 

  


 

     （14） 

式中：为组构值，理论上应当通过统计试样中颗

粒的排列方向而确定。若无微观统计资料，也可以

根据不同方向上试样的峰值强度确定。考虑到在修

正应力空间各向异性土等效成各向同性土，根据

Lade 准则，有 

   1 2

3 3
1 1

3 3
ij ijij ij

I I
I I 


   

         （15） 

式中： (1)
ij 和 (2)

ij 分别为沿不同的两方向加载时试

样的峰值应力。解方程（15），即可求出。 
5.2  模型预测 

将理论预测结果分别与定轴剪切、单剪和应力

主轴旋转试验数据对比，全面验证 ATS 法在描述非

共轴上的合理性。模型参数的取值见表 1。 
 

表 1  模型参数 
Table 1  Model parameters 

土样 M  fM          

Ham River 砂 1.50 1.65 0.008 9 0.005 0.30 0.266 
Leighton Buzzard 砂 1.35 1.65 0.026 0 0.008 0.38 0.291 

铝棒 0.90 0.94 0.009 4 0.007 0.15 0.300 
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5.2.1 定轴剪切试验 
Symes[27]采用水平沉积 Ham River 砂开展了一

系列定轴剪切试验，各组试验中大主应力方向角 
分别为 0°、22.5°、45°、67.5°和 90°。在图 5 中

将实测值与理论值进行了对比，图 5(a)为八面体剪

应 变 2 2 2
oct 1 2 2 3 1 3( (2 3) ( ) ( ) ( ) )             

与 1 3  的关系，图 5(b)为体应变 v 与 1 3  的关

系，图 5(c)为总应变增量方向角 d 与 1 3( ) 2  的

关系。 
 

 
(a) oct 与 1 3/  关系曲线 

 
(b) v 与 1 3/  关系曲线 

 
(c) d 与 1 3( ) / 2  关系曲线 

图 5  Ham River 砂定轴剪切试验数据与模型预测 
Fig.5  Experimental data and model prediction of Ham 

River sand in torsion shear tests with fixed principal stress 
directions 

 

从图 5 中可以看出，各向异性 UH 模型能够较

为准确地预测试样的应力-应变关系。在描述非共轴

上，预测结果也能够抓住试验规律：   0°或   
90°时，应力、应变共轴；  介于 0°至 90°之间

时，出现非共轴，加载初期 d 稍大于  ，随着加

载的进行，非共轴程度逐渐增大， d 与  的差距

扩大。   22.5°的试验在达到临界状态时，有趋

于共轴的倾向，这是由各向异性的演化造成的，ATS
法尚不能反映这一趋势，因而预测存在偏差。 
5.2.2 单剪试验 

Cole[28]测量了 Leighton Buzzard 中密砂在单剪

过程中的全应力状态和应变。试验过程中，保持压

应力 z 恒为 100 kPa，沿 y 轴方向进行剪切，主应

力方向连续变化，引发非共轴现象。模型的预测结

果见图 6。参数的取值与 Gutierrez 等[29]的推荐值相

同。从图中看出，该模型在准确预测剪应力 zy -切

应变 zy 的关系和体应变 v 的同时，也能较为准确

地描述加载过程中  、 d 和 d （应力增量的大

主方向与 z 轴的夹角）的变化规律。 
 

 

(a) v/ - -zy z zy zy    、 关系曲线 

 
(b) d d    、 、 与 zy 关系曲线 

图 6  Leighton Buzzard 砂单剪试验数据与模型预测 
Fig.6  Experimental data and model predictions of 

Leighton Buzzard sand in simple shear test 
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5.2.3 应力主轴旋转试验 
Matsuoka 等[30]对铝棒堆积体进行了纯应力主

轴旋转试验。试验中， 1 50 kPa  ， 3 30 kPa  ，

 从 0°增加到 90°再减小至 0°。假设铝棒处于

平面应变状态，预测结果如图 7 所示。在加载过程

中，虽然 ij 的主值不变，但 ij 的主值却在不断改

变，从修正应力的角度来看，相当于对土样进行加

卸载，因而模型可以计算出塑性变形。从结果来看，

除了对切应变 zy 的预测有一定偏差以外，模型对正

应变和体应变的预测较为接近实测值。 
 

 

图 7  铝棒应力主轴旋转试验数据与模型预测 
Fig.7  Experimental data and model predictions of 

aluminum rods under principal stress rotation 
 

6  结  论 

本文从各向异性的角度，解释岩土材料的非共

轴机制，并根据各向异性变换应力法，建立各向异

性本构模型，预测非共轴现象，使得对于非共轴问

题的描述回归其本质，得到以下结论： 
（1）当共轭两发挥面与沉积面的夹角不相等时，

主应力面上将出现塑性切应变增量，因此，塑性应

变增量的主方向与应力的主方向非共轴，从而证明

了各向异性是引起岩土材料非共轴的根本原因，与

材料力学中有关金属材料的结论完全一致。 
（2）ATS 法采用的应力变换，改变了各方向应

力分量的相对大小，得到的各向异性变换应力张量

与真实应力张量的主方向不一致，隐含了非共轴。

ATS 法能够在现有的弹塑性本构模型框架下，发展

各向异性模型，用于描述非共轴现象，而不必引入

额外的计算机制。 
（3）根据 ATS 法发展的各向异性 UH 模型，能

够较为合理地预测和模拟各种加载条件下的非共轴

现象，验证了 ATS 法的有效性。 
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