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偏心荷载下溶洞顶板冲切破坏上限分析 
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摘  要：针对冲切破坏模式下溶洞顶板极限承载力问题，进行了不同顶板厚度以及不同荷载偏心距下溶洞顶板极限承载力室

内试验研究，依据试验结果将偏心荷载作用下的溶洞冲切破坏假定为轴对称问题，引入 Griffith 强度准则，基于极限分析上

限法，提出了一种适用于轴对称和偏心荷载作用下溶洞顶底板极限承载力的计算方法，并给出了能发生冲切破坏范围的估算

方法。试验结果表明：在同一偏心距下，随着顶板厚度的增加，在达到基岩极限承载力之前，顶板极限承载力呈线性增长；

当顶板厚度一定时，顶板极限承载力随着偏心距的增加呈非线性增长，偏心距 e 在能发生冲切破坏的范围之外时趋于平缓，

并逐渐达到基岩极限承载力；理论计算结果与试验结果吻合较好。 
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Upper bound analysis of the punching shear failure  
of cave roof in karst area  

 
YIN Jun-fan1, 2,  LEI Yong1,  CHEN Qiu-nan1,  LIU Yi-xin1,  DENG Jia-zheng1 

(1. Hunan Provincial Key Laboratory of Geotechnical Engineering for Stability Control and Health Monitoring,  

 Hunan University of Science and Technology, Xiangtan, Hunan 411201, China;  

2. Chongqing Municipal Research Institute of Design, Chongqing 400020, China) 

 

Abstract: Under the punching shear failure mode, the experiments were conducted on the karst cave roof to study the bearing 

capacity under different roof thicknesses and load eccentricities in the laboratory. The failure mode of karst cave under eccentric 

loading was assumed to be axisymmetric according to the experimental results. Based on the upper bound limit analysis method and 

Griffith strength criterion, a new method was proposed for calculating the ultimate bearing capacity of karst cave roof both under 

axial symmetrical and eccentric loading. Besides, a method was given for estimating the range of the punching failure area. The 

experimental results show that at the same eccentric distance, the ultimate bearing capacity of the roof increases linearly with the 

increase of the roof thickness before reaching the ultimate bearing capacity of the bedrock. When the roof thickness is constant, the 

ultimate bearing capacity increases nonlinearly with the increase of eccentricity. In addition, the eccentricity e tends to be gentle and 

reaches the ultimate bearing capacity of the bedrock at the outside the range of punching shear failure. The theoretical calculation 

results are in good agreement with the experimental results. 

Keywords: karst area; limit analysis method; ultimate bearing capacity; failure mode; experimental study  
 

1  引  言 

大量的研究表明，溶洞顶板的破坏模式主要是

冲切破坏[1]。赵明华等[24]在极限平衡法的基础上，

进行了大量关于岩溶地区溶洞顶板承载力问题计算

方法的研究。刘辉等[5]基于极限分析上限法，针对

空洞上方浅基础地基承载力问题，分析了空洞大小

和顶板厚度对顶板破坏模式和承载力的影响。赵明

华[6]、雷勇[78]等基于极限分析上限法，假定溶洞顶

板为一固支的刚性底板，冲切体是母线为未知曲线

的旋转体，利用变分法以及求偏导的方法，分别得

出了以Griffith和Hoek-Brown强度准则为破坏判据

的溶洞顶板冲切体的母线形式以及相应的极限承载

力。但其研究只针对轴对称荷载作用下的溶洞顶板。 
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对于偏心荷载作用下的球形溶洞顶板极限承

载力问题，目前仅有一些数值模拟和室内模型试验

方面的研究。Waltham 等[9]针对诺丁汉的若干人工

洞穴承载力问题，基于模型试验和 FLAC 数值模拟，

研究了偏心荷载作用对洞穴顶板承载力的影响，并

得到了最不利荷载位置。2010 年王华牢等[10]针对下

覆溶洞的嵌岩单桩承载力的问题，采用三维有限元

数值模拟法分析了偏心荷载对承载力的影响。张慧

乐等[1112]在溶洞桩基的室内模型试验的基础上，研

究了桩底存在球形或椭球形溶洞时，溶洞偏移位置

对承载力和破坏模式的影响。目前偏心荷载作用下

溶洞顶板极限承载力的理论计算方法鲜见报道。 

本文进行了轴对称及偏心圆形分布荷载作用

下溶洞顶板极限承载力的模型试验研究，针对不同

的顶板厚度以及不同的偏心距，得到了各加载点破

坏冲切体以及相应的极限承载力。并基于极限分析

上限法，以试验结果为依据，将冲切破坏简化成轴

对称问题，引入 Griffith 强度准则，推导出偏心荷

载作用下溶洞顶板极限承载力计算方法，并估算出

冲切破坏范围。 

2  模型试验 

2.1  试验方案 

为得到偏心荷载作用下的破坏模式，进行了下

伏溶洞的顶板极限承载力试验。本试验使用门式框

架作为反力装置，其由反力梁、立柱和底座组成，

将模型箱置于底座之上，加载时整体为自平衡系统，

如图 1 所示。溶洞采用石膏、水泥、砂以及黏土以

一定配合比进行模拟，砂浆试块的单轴抗压强度经

试验测得为 2.97 MPa，摩擦角  30°，抗拉强度

为 0.25 MPa。 

 

   
(a) 模型组                (b) 加载系统 

图 1  模型箱及加载系统 
Fig.1  The model box and loading system 

 

溶洞的直径 l  33 cm，模型箱宽 80 cm，长  

160 cm，圆形荷载板的直径 D  5.75 cm，根据溶洞

顶板厚度的不同，分别以顶板厚度 h  1D、2D、3D、

4D，做了 4 组试验，每一组按偏心距 e  0.00、0.25l、

0.50l、0.75l、1.00l 设加载点。图 2 为加载点布置   

图，其中加载点编号“AB”表示第 A 组第 B 个加

载点。 
 

 
图 2  荷载试验加载点位图（单位：cm） 

Fig.2  Diagram of points in loading test (unit: cm) 

 

2.2  试验结果 

试验共有 8 个加载点发生了冲切破坏，并成功

将冲切体取出，具体的冲切体大样图见图 3～5，另

外在顶板厚度为 4D，偏心距 e  0 时的洞顶处（加

载点 41），发生了不完全的冲切破坏，如图 6 所示，

未能取出冲切体。 

 

   
(a) e=0.00             (b) e=0.50l          (c) e=0.75l 

图 3  h=1D 时破坏冲切体 
Fig.3  The failure mode when h=1D 

 

   
(a) e=0.00            (b) e=0.25l            (c) e=0.50l 

图 4  h=2D 时不同加载点冲切体大样图 
Fig.4  The punching detail drawing of different  

points when h=2D 

 

  
(a) e=0.00           (b) e=0.50l 

图 5  h=3D 时不同加载点冲切体大样图 
Fig.5  The punching detail drawing of different  

points when h=3D 
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(a) 边缘裂缝          (b) 洞顶破坏 

图 6  h=4D 时破坏现象 
Fig.6  The damage phenomenon when h=4D 

 

顶板的各加载点极限承载力以发生冲切破坏

或沉降达到 16 mm 为判断准则确定。表 1 为不同顶

板厚度及偏心距下各加载点极限承载力的值。 

 
表 1  不同顶板厚度、偏心距下的顶板极限承载力（单位：kN） 

Table 1  Bearing capacity of the roof at different h and e 
(unit: kN) 

顶板厚度 h 
不同偏心距正反极限承载力 

0.00 0.25l 0.50l 0.75l 1.00l 

1D 10  27 60 77 

2D 28 32 44  75 

3D 40  60  72 

4D 66    77 

3  极限承载力计算方法 

3.1  基本假定 

由模型试验结果可以发现，轴对称处的冲切体

是轴对称的，偏心位置的冲切体，除去顶端整体也

基本是轴对称的，因此，将破坏模式假定为如图 7

所示的对称模式。 

 

 
图 7  顶板冲切破坏模式 

Fig.7  Failure mode of the roof 

 

图中冲切体为 A B C D   部分，除去 A B E  部分，

冲切体为一对称的旋转体，其母线是一条未知曲线，

e 为偏心距， D AB 表示圆形荷载板的直径，

1D DC 为冲切体底面直径，h 为顶板厚度，R 为

溶洞半径，H 为冲切体的高，u 为冲切体位移方向，

 为塑性区的厚度。 

为了使计算简便且严谨可行，作如下假定： 

（1）溶洞为球形溶洞。 

（2）不考虑 A B E  提供的承载力（偏于保守），

除去 A B E  冲切体为一轴对称旋转体，且其母线是

一条未知曲线。 

（3）假定 D D  ，其中 D为 AE 的长度。 

（4）土体为理想刚塑性材料，顶板基岩完整且

服从 Griffith 强度准则，如图 8 所示。当处于极限

状态时，沿破坏面出现厚度为 的塑性区Ⅰ，其余

部分为刚性区(Ⅱ、Ⅲ)，如图 7 所示。 

（5）在（ ， ）平面内，应力、应变所对应

轴重合，且服从相关联流动法则。 

（6）冲切体位移方向沿O O ，不发生转动。 

 

 
图 8  Griffith 强度准则剪应力（应变）形式 

Fig.8  The shear stress(strain) form of Griffith  
strength criterion 

 

3.2  上限分析 

3.2.1 基于 Griffith 强度准则的极限承载力求解 

服从 Griffith 强度准则的材料的塑性势为 

t t2 ( )f                 （1） 

塑性应变率根据相关联流动法则表示为 

 
t

n

t t

f   
   


  
 

&       （2） 

n

f  



 


&              （3） 

式中：  0 为比例系数。 

由图 7 可知，可将塑性区任一点的应变率和运

动速率关系表示[6]为 

n sin
u 



&

&              （4） 

n

cosu 



&

&              （5） 

将式（1）～（5）联立求解，得到应力的表达式： 

 2
t cot 1               （6） 
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t2 cot                 （7） 

外力做功率与塑性区耗散功率相等，即 

e iW W& &                （8） 

不考虑冲切体自重，外力做功率为 

e cosW Pu & &              （9） 

式中：P 为作用在顶板基岩上的外部荷载；   

BAE 。 

塑性区耗散功率为 

i id
A

W W & &             （10） 

式中： idW&为塑性区单位面积上的内能耗散率，其

表达式为 

   i n nd d sin cos dW A u A         & & &  

（11） 

由图7中R-x坐标系下冲切体的几何关系可知： 

 2π
d d

cos

r x
A x


            （12） 

d
tan

d

r
r

x
               （13） 

2

1
cos

1 ( )r
 


           （14） 

2
sin

1 ( )

r

r






           （15） 

将式（13）代入式（12）有 

   2
d 2π 1 dA r x r x          （16） 

联立式（8）～（11）及式（14）可得 

t
0

2π 3
d

cos

h
P r r x

θ r

     
         （17） 

3.2.2 破坏模式 r 的求解 

由变分原理求 P 的极小值，令： 

3
( ,F r r r r

r
     

）           （18） 

欧拉方程： 

rF r F c               （19） 

将式（16）代入式（17）求解可得母线方程为 

  1
2e

c xr x c              （20） 

式中： 1c 、 2c 为待定参数；e 为自然底数，由假定

（3）可知 D D  ，因此，有边界条件 (0) / 2r D ，

1( ) / 2r H D ，将其代入式（20），求得母线方程为 

/

1( )
2

x H
D D

r x
D

   
 

          （21） 

再将式（21）代入式（17），得到溶洞顶板的

极限承载力为 

2 2 2
t 1

1

2π

cos 8 ln( / )

D D H
P

θ D D

  
  

 
    （22） 

式中：有 3 个未知量分别为锥体顶面 A E 与溶洞顶

板面 A B 的夹角 、锥体底面直径 1D 、锥体高度 H。

又因为 H 由 e、R、 D、 1D 、D、h 以及 确定，

即 H 是关于（ 1D ，D，D，e，h，R， ）的函数，

因此实际未知量只有 和 1D 两个。 

3.2.3 冲切体高 H 的求解 

如图 7 所示将 ODA 与 DAO 用 ADC 表示，

在 ODA 中利用正弦定理，求出 ADC ，然后由式

（23）求出 H。 

1 tan
2

D D
H ADC

   
 

       （23） 

在 ODC 中，由余弦定理有 

2 2 2
1 12 cosR R D RD ODC         （24） 

在 ODA 中有 

 arctan
/ 2

h R
DAO ADC

e D


    


  （25） 

在 ODA 中由正弦定理有 

sin sin

OD OA

DAO ODA


 
        （26） 

其中： 

OD R                （27） 

   2 2
/ 2OA e D h R          （28） 

ODA ODC ADC           （29） 

联立式（23）～（29）解得 

 

   
   

1
1

1

2 2
1

tan
2

2 cos sin 2

2 cos 2 sin 4

D D
H ADC D D

e D / θ h R θ D /

h R θ e D θ R D

     
 

     
    


 

（30） 

因此，将式（30）代入式（22）就得到极限承

载力计算公式，其中未知量有 和 1D 两个，然后令： 
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/ 0P                 （31） 

1/ 0P D               （32） 

即可求出相应的 和 1D 的值，将其值代入式

（30）和式（22）就得到 P 的极小值，也即极限承

载力的上限解。 

3.2.4 简化计算 

式（30）的表达过于复杂繁琐，为简化计算，

将 H 近似取为图中 MN 的长度（M 为 AB 的中点，

N 为 OM 与球面 DC 的交点）如图 9 所示。 

 

 
图 9  冲切体近似高度 H示意图 

Fig.9  Approximate height H of the punching body 

 

则 相应地近似取为 AMO 的余角，即 

 22H H MN OM R e h R R         （33） 

arctan
2

h R

e
  
           （34） 

将式（33）、（34）代入式（22）有 

 22
t2 e h R

P
h R

  



  

 
2

22

2 2
1

1

      
8 ln( / )

e h R R
D D

D D

 
 
 
 

 
   

  
 
 
 

  （35） 

式（35）中只有 1D 一个未知量。因此，为了得

到顶板极限承载力，只要将式（35）代入式（32）

求出 1D 的值，再将 1D 的值以及已知量 h、e、D、R、

t 的值代入式（35）便得到了极限承载力的上限解。 

特别的，当取 e  0 时，式（35）变为 

 
2 2 2
1

t
1

2π
8 ln

D D h
P

D / D


 
  

 
   （36） 

3.3  冲切范围估算 

由本文假定可知，偏心加载点处若能发生冲切

破坏，其破坏模式是对称的（忽略顶部 A B E  的影

响），且冲切体位移方向指向圆心 O，不发生转动，

因此，当顶板厚度为 h 时，如图 10 所示，若轴对称

加载点处能发生冲切破坏，则相同顶板径向厚度的

偏心加载点处，只要竖向外部荷载 P 在径向的分力

达到一定的值，该处就能发生冲切破坏。 

 

 

图 10  相同顶板径向厚度示意图 
Fig.10  Roof with the same radial thickness 

 

假设能发生冲切破坏的顶板临界厚度为 rh ，则

当加载点在以点 O 为圆心， rR h 为半径的圆内时，

就能发生冲切破坏，即能发生冲切破坏的范围为 

   2 2

re R h R h  ≤        （37） 

本文试验当顶板厚度为 4D 时，轴对称加载点

处发生不完全的冲切破坏，未能取出冲切体，3D 

时，发生了冲切破坏且取出了冲切体，因此，能发

生冲切破坏的临界高度 rh 在 3D～4D 之间，取

rh  4D。图 11 将所有加载点位置表示在 ( )R h e 

坐标系中，其中×表示发生冲切破坏的加载点，O

表示未发生冲切破坏的加载点，加载点 41 则处于

能发生冲切破坏的临界点，可以发现，所有发生冲

切破坏的加载点均在式（37）表示的范围内。 
 

 
图 11  (R+h)-e 坐标系中加载点位置及冲切范围 

Fig.11  Position of load point in (R+h)-e coordinate system 
and range of punching shear failure mode 

4  参数分析及结果对比 

以上求得了冲切破坏下溶洞顶板极限承载力 P
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的表达式，给出了计算顶板极限承载力的方法，以

及冲切范围的估算方法，由表达式（35）可知，影

响顶板极限承载力的因素有抗拉强度 t 、桩径 D、

顶板厚度 h、溶洞半径 R 以及偏心距 e。本文试验

抗拉强度 t 、桩径 D 以及溶洞半径 R 为定值，因

此，主要讨论顶板厚度 h 以及偏心距 e 对极限承载

力的影响。 

4.1  顶板厚度 h 对 P 的影响 

图 12 为偏心距一定时，顶板极限承载力 P 随

顶板厚度 D 的变化曲线，以及与试验结果的对比。

图中 2l R ，表示溶洞的直径。 

 

 

图 12  理论及实测极限承载力随顶板厚度 h 变化曲线 
Fig.12  Theoretical and experimental results of ultimate 

bearing capacity with the change of h  

 

由于 e l 处的加载点均在冲切范围之外，顶板

承载力在不同顶板厚度下均已达到基岩承载力，以

及 e  0.75l 除去 h  1D 时的加载点，均未发生冲切

破坏，本文计算方法不再适用，因此，其理论结果

未在图 12 中作出。由图可见，当偏心距 e 一定时，

顶板极限承载力 P 随厚度 D 的增加呈线性增长，总

体上理论计算结果与实测结果吻合较好。 

4.2  P 随偏心距 e 的变化规律 

图 13 为顶板厚度一定时，顶板极限承载力 P

随偏心距 e 的变化曲线，以及与试验结果的对比。 

 

 

图 13  理论及实测极限承载力随偏心距 e 变化曲线 
Fig.13  Theoretical and experimental results of ultimate 

bearing capacity with the change of e  

由图可知，同一顶板厚度下，顶板极限承载力

随着偏心距的增加呈非线性增长，e 在能发生冲切

破坏的范围之外时趋于平缓，并逐渐达到基岩承载

力。理论计算结果与实测结果吻合较好。 

5  结  论 

本文进行了溶洞顶板极限承载力的室内试验

研究，并依据室内模型试验结果对溶洞顶板破坏模

型作出假定，提出了一种适用于冲切破坏模式下偏

心及轴对称圆形分布荷载作用下球形溶洞顶板极限

承载力的计算方法以及能发生冲切破坏范围的估算

方法，得到结论如下： 

（1）在同一偏心距下，随着顶板厚度的增加，

在达到基岩极限承载力之前，顶板极限承载力呈线

性增长。 

（2）当顶板厚度一定时，顶板极限承载力随着

偏心距的增加呈非线性增长，偏心距 e 在能发生冲

切破坏的范围之外时趋于平缓，并逐渐达到基岩极

限承载力。 

（3）当溶洞顶板发生冲切破坏时，偏心圆形荷

载作用下得到的冲切体除去顶端部分，整体基本为

一对称旋转体，以此基于极限分析法以及 Griffith

强度准则得到的理论计算结果与实测结果吻合较

好。 
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