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非稳态热传导时层状路面体系的温度响应 
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摘  要：利用解析层元法推导温度荷载作用下非稳态热传导时层状路面体系的温度响应解答。从热弹性理论平面应变问题的

控制方程出发，借助于 Laplace-Fourier 积分变换，推导出单层介质及下卧半平面的精确刚度矩阵即解析层元，结合有限层法

原理及边界条件，组装并求解总刚度矩阵，得到其在变换域内的解答，最后通过相应的积分逆变换得到物理域内的真实解。

由于该法刚度矩阵元素中不含正指数项，计算时不会出现溢出或病态矩阵的现象。编译了相应的计算程序，所得结果与有限

元模拟结果吻合较好。在此基础上，对有限深度和半平面两种假定条件下的解答进行对比分析，并分析层状路面体系中位移

和温度随时间的变化趋势及沿深度的分布规律。分析表明：温度场具有一定的影响深度，超过此深度，有限深度与半平面理

论解答基本一致；温度荷载的影响深度与其强度有关，强度越大，其影响深度越深。 
关  键  词：非稳态热传导；解析层元；层状路面体系；温度响应；平面应变 
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Thermal responses of layered pavement system with unsteady heat conduction 
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Abstract: The analytical solutions of layered pavement system subjected to temperature loading are derived with the use of analytical 
layer-element method under unsteady heat conduction. Starting with the basic equations of plane strain problems of thermo-elasticity, 
the analytical layer-elements of a single layer and the underlying half-plane are obtained with the aid of Laplace-Fourier transform. 
Following the principle of the finite layer method and considering the boundary conditions, the total stiffness matrix is assembled and 
solved in the transformed domain, and the actual solutions in the physical domain are acquired by adopting the numerical inversion of 
Laplace-Fourier transform. Because positive exponential function is not included in the analytical layer-element, the computation 
overflow and ill-conditioned matrices can be avoided. Numerical results are obtained by corresponding computer procedures and are 
compared with those obtained by the finite element method, which shows a good agreement. The solutions under the assumption of a 
finite depth and a half-plane are derived and compared. Finally, the variation of vertical displacement and temperature increment 
along time factor and the distribution of vertical displacement along z direction are analyzed. The results reveal that the temperature 
change has a certain effect depth, and the results based on the finite depth assumption are consistent with those based on the 
half-plane assumption when the depth-of-interest is beyond the effect depth. The effect depth is related to the degree of temperature 
change, the greater the temperature intensity, the deeper the effect depth. 
Keywords: unsteady heat conduction; analytical layer-element; layered pavement system; thermal responses; plane strain 
 

1  引  言 

层状路面体系处于自然环境中，在工作状态下，

它不仅承受车辆荷载的作用，还受到所处自然环境

的影响，温度荷载是其中影响程度最大、影响范围

最广的环境因素之一。针对层状体系的响应问题，



  3140                                      岩    土    力    学                                   2018 年   

 

已有许多学者进行了深入研究，如任瑞波[1]、凌建

明[2]、边学成[3]、卢正[4]等。以上成果主要研究了车

辆荷载对层状体系的影响，而未考虑温度荷载的影

响。为了分析温度荷载下层状体系的响应，诸多学

者将弹性层状理论求解方法引入到该问题的研究

中，如传递矩阵法[5]、有限层法[6]、刚度矩阵法或

解析层元法[79]及其他解析或数值方法[1013]。然而，

上述文献均假定层状路面体系的土基为有限深度，

如需计算土基为半平面的工况，则将其深度取为一

极大值以模拟半平面。这就要求研究或设计人员具

有较多的经验，以避免出现较大误差。 
鉴于此，本文基于文献[8]的研究，将稳定温度

场下层状路面体系的解答扩展至非稳态热传导工

况，以分析非稳态热传导时层状路面体系的温度响

应，并推导土基为有限深及半空间时层状体系温度

响应的理论解；在此基础上对比两种解答，分析温

度荷载对层状路面体系的影响深度。本文解析层元

元素仅含负指数项和材料物理参数，数值计算时避

免了溢出或病态矩阵现象，数值稳定性好且计算效

率高，可方便地运用于工程实际。 

2  基本方程 

在热弹性理论中，不考虑体力时，平面应变问

题的静力平衡微分方程为[14] 
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式中： x 和 z 分别为 x、z 方向的正应力； xz 为平

面的剪应力。 
根据广义热弹性 Hooke 定律，平面应变条件下

的应力分量可由位移分量和温度增量表示为 
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式中：G 和  分别为介质的剪切模量和泊松比， 
/[2(1 )]G E   ； E 为弹性模量； 为温度增量； 

[2 (1 )] /(1 2 )G      ； 为介质的线性热膨胀

系数。 
在平面应变问题中，Fourier 热传导定律为 

K   h               （3） 

式中： T,( )x zh hh ， xh 和 zh 分别表示 x 和 z 向的热 

流密度；
T

,
x z
       

；K 为热传导系数。 

基于 Fourier 定律，0 至 t 时间内，z 向上单位

面积的热量 Q 可定义为 

0
dt

zQ h t                （4） 

根据能量守恒方程和 Fourier 定律，热传导控制

方程表示为 
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式中： 0K C  ，为热扩散系数； 0C C ； 和 

C 分别为密度和比热容；
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3  单层介质解析层元的建立 

由式（1）、（2）可推导出用位移和温度增量表

示的微分控制方程： 
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式中： xu 和 zu 分别为 x 和 z 向的位移。 
采用 Laplace-Fourier 变换将上述偏微分方程组

转化为易于求解的常微分方程组。关于时间 t 和坐

标 x 的 Laplace-Fourier 变换及其逆变换为[15] 
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式中： ( , , )f z s 为 ( , , )f x z t 经过 Laplace-Fourier 变

换后的形式；s 和 分别是 t 和 x 的积分变换参数。 
对式（5）、（6）进行 Laplace-Fourier 变换得 
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关于坐标 z 的 Laplace 变换及逆变换定义为[15] 
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式中： ˆ ( , , )f p s 表示 ( , , )f z s 经 Laplace 变换后的

形式，p 为 z 的 Laplace 变换参数。 
对式（8）～（10）进行关于坐标 z 的 Laplace

变换，并结合式（2）、（4），可得如下矩阵方程式： 

1ˆ ( , , )p s  A BC          （12） 

其中： 
Tˆˆ ˆ ˆ( , , ) i ,x zp s u u            （13） 
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式中： ( , , )z s 和 ( , , )z s 分别为 Laplace-Fourier
变换域内的广义应力和广义位移向量。 

对式（12）进行关于 p 的 Laplace 逆变换，得 
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式中： 1D 和 2D 均为3 3 的子矩阵； 3 3I 为 3 阶单

位矩阵； 3 30 为 3 阶 0 矩阵。 
对式（2）、（4）施加 Laplace-Fourier 变换得 

( , , )z s  HR          （20） 
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结合式（18）、（20），可得 
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式中： T[ d d ]zE H D D ， 1E 和 2E 为3 3 的子矩

阵。 
根据式（23），得到如下形式的矩阵： 
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由式（18）、（24），可得到 Laplace-Fourier 变换

域内单层介质上、下表面变量之间的关系： 
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式中： 1  ΜΝ 为 6 6 的刚度矩阵，它建立了单

层介质上、下表面应力和位移向量间的关系，称为

平面应变热弹性问题的“解析层元”，其元素见附录

A。 
在岩土工程和交通工程中经常会遇到竖向无限

延伸的半平面问题，为了更精确地求解此类问题，

采用与上述类似的推导，在式（18）、（24）中考虑

z 趋于无穷大的下表面边界条件，可获得半平面介

质表面广义位移与广义应力间的关系： 

[ ( , , )] [ ( , , )]z s z s          （27） 

式中：  是一个3 3 的非对称精确刚度矩阵，为

下卧半平面的“解析层元”，具体元素见附录 B。 

4  层状体系的解析层元解 

图1所示为温度荷载作用下n层体系计算模型，

温度荷载强度为 0 ，宽度为 2b， iH 和 1iH  分别表

示第 i 层介质底面和顶面至地表的深度。 
 

 

图 1  温度荷载作用下层状体系计算模型 
Fig.1  Model of layered system under temperature loading 

 
据不同边界假定，底面边界条件可分两种情况： 

（1）当土基为有限深度时，底面边界条件为 
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( , , ) ( , , ) ( , , ) 0x zu z s u z s z s        （28） 

（2）当土基为半平面时，温度荷载对半平面无

限远边界 ( )z  的影响将消失，且有 

( , , ) ( , , ) ( , , ) 0x zu z s u z s Q z s      （29） 

两种情况下，层状体系上表面边界条件均相同： 
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假定各层间完全接触，根据有限层法原理并结

合前文所得解析层元，可构建层状体系的总刚度矩

阵。当土基为有限深度时，对各层解析层元式（26）
进行矩阵叠加，可得 
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（31） 
当土基为下卧半平面时，结合单层及下卧半平

面解析层元式（26）、（27），可得总刚度矩阵： 
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（32） 

结合已知边界条件，对式（31）、（32）进行求

解，得到不同路基工况下层状体系温度响应在积分

变换域内的解答，通过相应的逆变换，可求出其在

物理域内的解。 

5  算例与分析 

5.1  数值验证 
本文Laplace逆变换采用文献[16]建议的FT法，

Fourier 逆变换采用分段 10 点 Gauss 积分实现。为

验证本文理论及解答的正确性，本节设计算例计算

温度荷载作用下荷载中心处介质表面竖向位移（向

上为正）随时间的变化情况，并与有限元软件

ABAQUS 的计算结果进行对比，计算参数及结果如

图 2 所示。由图可知，本文计算结果与 ABAQUS
数值解在各时刻皆较为相符。 
 

 
图 2  表面温度荷载作用下竖向位移对比 

Fig.2  Comparison of vertical displacement subjected to 
surface temperature loading 

 
考虑特殊的一种工况，即外界温度场恒定、时

间 t 为无穷大，此时可不考虑温度的影响，热弹性

问题就退化为弹性地基问题。本节算例与已有文  
献[17]对比，以验证本文解答。图 3 展示了厚度为

H 的弹性层表面作用强度为 q、宽度为 a 的竖向均

布荷载时，表面竖向位移的计算结果。计算参数如

下：G  25 MPa，H  2a，a  1 m， 取值有两种

情况： 0.2  和 0.4  ， * 2[( 1) ]z zu Eu qH  。

表面竖向位移沿水平向的分布如图 3 所示，由图可

知，两种工况下本文结果与文献[17]均较为相符。 
 

 
图 3  均布荷载作用下竖向位移对比 

Fig.3  Comparison of vertical displacement subjected to 
surface uniform loading 

 
5.2  有限深土基与半平面体解答的对比分析 

对于层状体系的温度响应问题，许多学者将土
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基厚度取得较大，以模拟土基的半平面情况。针对

此问题，有必要了解不同土基厚度假定时的计算结

果与半平面理论解答的差异，以保证计算结果具有

足够的精度。本文式（31）、（32）分别给出了有限

深多层体系和多层半平面体的总刚度矩阵方程，本

节基于上述理论进行求解。为了避免层状特性对计

算结果的影响，取单层各向同性土体进行分析。表

面温度荷载宽度 2b  10 m，土体参数取值为：

E  10 MPa，   0.25，   1 800 kg/m3， C      
800 J/(kg·℃)，  3×105 ℃1，K  15 W/(m·℃)。
模型如图 4 中插图，保持荷载宽度 b 不变，取 4 种

不同厚度 H 的单层土体进行计算，并将所得结果与

半平面理论解答进行对比。 
 

 
图 4  表面竖向位移随时间的变化曲线 

Fig.4  Variation of vertical surface displacement along 
time increment 

 
图 4 为土体表面荷载中心处 ( 0)x z  竖向位

移随时间的变化曲线。由图可知，竖向位移随时间

的推移逐渐增大，最终趋于稳定；随着 H 的增大，

竖向位移的稳定值逐渐增大，当 9H b 时，计算结

果与半平面理论解答基本一致；图中曲线还表明，

随着 H 的增大，竖向位移到达稳定状态所需的时间 

也逐渐增大，这是由于热量传导至底面的时间随着

土层厚度的增加而增长。图 5 展示了不同工况下土

层表面竖向位移沿 x 向的分布。当 9H b 时，无论

是中心点处还是距中心点较远处，有限深度层的结

果与半平面理论解答均有较好的一致性；这是由于

表面温度荷载的影响深度有限，当土体厚度 9H b
时已大于温度荷载的影响深度，导致此时的计算结

果与半空间解答基本相同。因此，在工程实践中，

应选择合理的计算深度以提高结果的可靠性。 
5.3  层状路面体系的温度响应分析 

本节通过两组算例研究温度荷载下路面体系竖

向位移及温度的变化。材料参数见表 1，比热容由

上至下依次为 970、900、800、600 J/(kg·℃)。中心

线上（x = 0）不同深度计算点 A～F（深度分别为

0.0、0.1、0.3、0.6、0.9、2.0 m）竖向位移随时间

的变化曲线见图 6。由图可知，A、B 和 C 点的曲线

基本重合，且明显大于土基中的 F 点。竖向位移随

时间的推移逐渐增大，最终趋于稳定；表明经过足

够长时间的热传导，层状体系热量传递达到了相对

平衡状态。图 7 展示了不同时刻竖向位移沿深度的

分布，结果表明，在面层、基层和垫层处，位移变

化率较小且三者变化率相差较小；在土基层，位移

量随着深度的增加而减小，这是由于土基层的热膨

胀系数与其他 3 层的热膨胀系数相差较大。可见， 
 

 
图 5  表面竖向位移沿 x方向的分布 

Fig.5  Distribution of vertical surface displacement 
along x direction 

 
表 1  计算参数表 

Table 1  List of different calculation parameters 

土层 
E 

/ MPa 
  

h 
/ m 

  
/ (kg/m3) 

K 
/ (W/(m·℃)) 

  
/ (105

 ℃
1) 

面层 1 200 0.25 0.15 2 400 1.5  3.01 

基层 1 500 0.28 0.30 2 200 1.3  5.45 

垫层   450 0.30 0.25 2 100 1.1  6.80 

土基    20 0.35   2 000 1.0 10.50 
 

 

图 6  不同计算点竖向位移随时间的变化曲线 
Fig.6  Vertical displacement variation of different 

calculating points along time increment 
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图 7  不同时刻竖向位移沿 z方向的分布 

Fig.7  Distribution of vertical displacement along 
z direction at different times 

 

在进行路面结构设计时应加强面层之间的黏结，防

止因出现裂缝而影响路面结构性能。 
图 8 和图 9 分别展示了温度荷载下层状路面体

系温度场在中心线处的分布规律及不同温度荷载的

影响深度。图 8 描述了温度增量为 1.0 ℃时，不同

时刻层状路面体系温度沿深度的分布。由图可知，

施加温度荷载的较短时间内 ( 0.6 min)t  ，其影响

深度有限，约为荷载宽度的 0.5 倍；随着时间的增

长，影响深度逐渐增大，当经历足够长时间的热量

传导，层状体系的温度场渐趋稳定。图 9 揭示了不

同强度温度荷载下温度沿深度的分布规律，算例中

时间取的足够大 5( 10 min)t  以保证各工况下温度

场均处于稳定状态。工况 1～5 中温度荷载强度分别

为 1.0、2.0、5.0、10.0、20.0 ℃。表面温度荷载较

小时（如 1.0、2.0℃），其影响深度范围较小，深度

在 5z b  处，其影响即可忽略；随着荷载强度的增

大，其影响深度逐渐增大。在距离表面较近的范围

内 ( 2)z b  ，温度降幅较大，这与面层、基层及垫 
 

 

图 8  不同时刻温度增量沿 z方向的分布 
Fig.8  Distribution of temperature increment along 

z direction at different times 

 
图 9  不同温度荷载作用下温度增量沿 z方向的分布 
Fig.9  Distribution of temperature increment along 
z direction subjected to different temperature loads 

 
层的比热容较大有关；比热容越大，介质的吸热能

力越强，即升高相同的温度所吸收的热量越多。 

6  结  论 

采用解析层元法求解了温度荷载作用下非稳态

热传导时层状体系的温度响应问题。首先借助于

Laplace-Fourier 积分变换，推导出变换域内单层介

质及下卧半平面的解析层元；然后结合有限层法原

理及边界条件，组装并求解总刚度矩阵，得到问题

的解答；通过相应的积分逆变换得到物理域内的解。

编译了 Fortran 计算程序，所得结果与 ABAQUS 模

拟结果吻合较好。在此基础上对比了有限深和半平

面两种假定下的解答，分析了层状体系中位移和温

度随时间的变化及沿深度的分布规律。表明： 
（1）温度场对层状体系具有一定的影响深度，

超过此深度，有限深度与半平面理论解答基本一致。

因此，在工程实践中，应选择合理的计算深度以提

高结果的可靠性。 
（2）温度荷载施加后，随着时间的推移，层状

体系的竖向位移逐渐增大，并最终趋于稳定。 
（3）由于土基层的热膨胀系数与其他 3 层的热

膨胀系数相差较大，在面层、基层和垫层处，竖向

位移变化率较小且三者变化率相差较小；在土基层，

竖向位移随着深度的增加而减小。 
（4）温度荷载的影响深度随着时间的增加而逐

渐增大，但最后整个路面结构的温度场又趋于稳定；

此外，温度荷载的影响深度与其强度大小有关，强

度越大，其影响深度越深。 
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36 3 2 26 2 /K a sd          （A14） 

45 54 12              （A15） 

53 26              （A16） 

56 23              （A17） 

61 62 64 65 0            （A18） 

其中： 
2 2 /s C K            （A19） 

1

2

e

e

z

z

a

a









 


 
           （A20） 

3 3b G            （A21） 

2
1 1

2
2 2

2
3 1

2
4 2

5 2 1 1 2

1

1

1

1
( )(1 )

d a

d a

d a

d a
d a a a a

 


  
  
  
   

    （A22） 

1 2 1 1 2

2 2 3 1 4

3 1 2 3 4

f a d a d
f d d d d
f d d d d

 
 
 

  
  
  

      （A23） 

2 2 2 2 2 2
1 1 3 14z a b b d        （A24） 

附录 B 

* *
11 22 2 32 /G b b          （B1） 

* *
12 21

2
32 /G b           （B2） 

* *
13 3 32 2 ( ) /( )G K s Cb       （B3） 

* *
31 32 0            （B4） 
*

33 /K s           （B5）
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