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考虑钙质砂细观颗粒形状影响的 
液体拖曳力系数试验 

吴  野，王  胤，杨  庆 
（大连理工大学 海岸和近海工程国家重点实验室，辽宁 大连 116024） 

 
摘  要：钙质砂作为南海岛礁填筑常用的岩土材料，其渗透性很大程度上决定着填筑后土体的固结和沉降。拖曳力系数是表

达流体对土体颗粒表面力的参数，也是表征颗粒状土体渗透能力的一个重要参数，目前国内外对钙质砂拖曳力系数的研究十

分有限。首先引入一个修正的三维参数 对钙质砂这种天然非规则颗粒材料的形状进行定量描述，然后开展一系列单个钙

质砂颗粒在液体中沉降试验，利用高速相机记录颗粒沉降过程，结合图像处理技术获得颗粒沉降平衡速度 Ut，进而计算出拖

曳力系数 CD和雷诺数 Re，最后拟合出包含 CD、Re 及 三个参数的钙质砂拖曳力系数半经验模型。结果发现，在相同雷诺

数条件下钙质砂的形状系数 越大，拖曳力系数越小。通过与其他研究结果对比发现，其表面微孔隙越发育，拖曳力系数

越小的规律。该模型能够考虑不规则颗粒形状对拖曳力系数的影响，从而提高对土体渗透性预测的精度，对南海岛礁填筑工

程中钙质砂固结和沉降的计算也具有重要意义。 
关  键  词：钙质砂；形状系数；拖曳力系数；雷诺数；沉降试验 
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Experiment on drag force coefficient of calcareous sand in liquid  
considering the effect of particle shape 

 
WU Ye,  WANG Yin,  YANG Qing 

(State Key Laboratory of Coastal and Offshore Engineering, Dalian University of Technology, Dalian, Liaoning 116024, China) 

 
Abstract: Calcareous sand is often used as filling material in construction of artificial islands in South China Sea. The permeability of 
calcareous sand has significant influence on the consolidation and settlement of soil mass. The drag force coefficient, which expresses 
the fluid drag force on particle surface, likewise an important parameter that characterizes the permeability of calcareous sand, is not 
extensively studied by researchers so far. In this study, a modified three-dimensional shape coefficient is introduced to 
quantitatively evaluate the shape of calcareous sand. A series of single calcareous sand particle settling tests is carried out in which a 
high-speed camera is employed to record the settling course and imaging technique is used to obtain the terminal equilibrium settling 
velocity of the sand particle. By doing so, the drag force coefficient-CD and Reynolds number-Re can be determined. The 
experimental results show that for the same Reynolds number, the drag force coefficient increases as the shape coefficient increases. 
Through a comparison with other test results, it is found that the richness of particle surface pores of calcareous sand can reduce the 
drag force coefficient. Finally, a semi-empirical model of the drag force coefficient for calcareous sand including CD, Re and , is 
obtained. This model will improve the prediction of permeability of soil mass especially with particles of irregular shapes. This 
improvement of drag force coefficient model has the significance on the analysis of the consolidation and settlement of foundations or 
artificial islands filled with calcareous sand in South China Sea. 
Keywords: calcareous sand; particle shape coefficient; drag force coefficient; Reynolds number; settling tests 
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1  引  言 

钙质砂是一种碳酸钙含量达50%以上的海洋生

物成因的颗粒状砂土材料，广泛分布于热带海域，

如中国南海。从微细观结构上来看，钙质砂颗粒具

有棱角度高、形状不规则、易破碎等特点。这使得

钙质砂的工程力学特性与一般的陆源砂土有一定的

区别[14]。陈海洋等[5]通过光学拍照和图像处理方

法，描述了钙质砂的自相似分形特性；朱长歧等[6]

通过飞秒切割技术对钙质砂内孔隙的结构特征进行

了系统的分析；刘崇权等[7]研究了颗粒破碎对钙质

砂力学特性的影响；秦月等[8]采用高压固结试验，

研究了珊瑚礁沉积碎屑物试样在固结、回弹过程中

的变形特性，以及在不同加载方式、含水条件下的

颗粒破碎情况；任玉宾等[9]研究了颗粒级配等对钙

质砂渗透性的影响。纵观以上研究可见，目前针对

钙质砂颗粒形状、内孔隙及破碎方面的研究已经比

较广泛和深入，但是对钙质砂水理渗透特性方面的

研究还比较少。在流固两相流中，拖曳力为流体对

固体表面的作用力，拖曳力系数则表示了拖曳力与

作用在颗粒表面上流体动压力之比，因而直接影响

着颗粒堆积材料的渗透性，而目前针对具有不规则

形状颗粒的岩土材料（包括钙质砂）的拖曳力系数

研究还十分有限。 
 在其他领域，众多学者对颗粒体拖曳力系数模

型已经有了一定的研究，其中比较典型的有 Haider
等[10]提出的四参数模型，形式如下： 

D
24 (1 )

1 /
B CC A Re

Re D Re
   


     （1） 

式中：CD为颗粒拖曳力系数；A、B、C、D 为与颗

粒形状有关的 4 个常数；Re 为雷诺数，定义为 
t pU d

Re



              （2） 

式中： 为液体密度；Ut为颗粒在液体中沉降的平

衡速度；dp为颗粒等效粒径； 为液体动力黏度。 
之后 Ganser[11]通过斯托克斯形状因子及牛顿

形状因子对四参数模型进行了修正；Chhabra 等[12]

总结了前人 1 900 多组数据，并将其代入到已有的

多个模型中，对多个模型进行了误差分析，讨论了

采用不同形状系数进行拟合的准确性；Loth[13]分析

了球形、非球形和表面粗糙颗粒的拖曳力系数与雷

诺数之间的关系；Hölzer 等[14]区分了水平和竖直方

向的球形度并将其引入到拖曳力系数模型中；

Dellino 等[15]研究了浮石材料在高雷诺区的颗粒形

状、拖曳力系数及雷诺数之间的关系。 

由以上内容可知，目前针对岩土材料建立的拖

曳力系数模型较少，为获得更适合钙质砂颗粒的拖

曳力系数模型，本文引入形状系数 对钙质砂形状

进行定量描述，通过室内圆筒静止流体中单一颗粒

沉降试验，建立了针对钙质砂颗粒的拖曳力系数半

经验理论模型。 

2  沉降试验 

2.1  钙质砂颗粒形状描述 
 本次试验材料为取自南海南沙群岛海域某岛

礁附近的天然钙质砂，在显微镜下拍摄的颗粒图像

如图 1(a)所示。钙质砂颗粒近乳白色，由于特殊成

因，其颗粒形状变化多样，如图 1(b)～1(d)所示，

近似可分为片状（多为贝类碎片）、长条状及椭球状

3 种类型，这为试验获取广泛的形状系数提供了有

利条件。 
 

 
(a) 多样化颗粒 

 

(b) 片状颗粒 

 
(c) 长条状颗粒 

 
(d) 椭球状颗粒 

图 1  形状不规则的钙质砂颗粒 
Fig.1  Irregular particle shapes of calcareous sands 
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 试验选取不同形状的钙质砂颗粒共 133 个，为

了能够准确、定量地描述钙质砂颗粒的不规则形状，

引入改进的 Wadell[16]形状系数 ，该形状系数同时

考虑了颗粒三维整体和二维表面形态特征，因此能

够对钙质砂颗粒的不规则形状进行有效的描述： 

s

p

A
A R

                （3） 

式中： pA 为颗粒的体表面积； sA 为与颗粒具有相

同体积球体的表面积，可表示为 
2

p
s 4

2
d

A
 

  
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            （4） 

其中： 

3p
p

6Md





             （5） 

式中：M 为颗粒质量； p 为颗粒密度。 
将钙质砂颗粒形状视作三轴不等椭球体，Ap按

下式进行估计： 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
p

12 ( )
3

A l m m s l s l ms lm s lms        

（6） 
式中：l、m、s 分别为近似椭球长轴、中轴和短轴

的长度。 
R 为颗粒二维圆形度，用于考虑颗粒表面起伏

对 Ap的影响，可表示为 

C-2D

P-2D

A
R

A
                （7） 

式中：AP-2D为颗粒在自然放置状态下的投影面积；

AC-2D为与投影具有相同周长的圆形面积。 
 以上定义表明，对颗粒体而言，R 值大于或等

于 1。当 R 值越接近 1，表明颗粒投影面越接近圆

形，表面越平滑；Φ 值小于或等于 1，它从三维角

度描述了钙质砂颗粒的不规则形态，其值越接近 1，
表明颗粒形状越接近圆球，形状越规则。 

 为了获取椭球体 3 个轴的长度，首先利用光学

显微镜（500 倍）拍摄颗粒自然放置时的照片，将

颗粒绕长轴旋转 90°后再次拍摄，然后采用 ImageJ
图像处理软件对照片进行二值化、提取边界处理，

并利用最小二乘法拟合椭圆获取相应的 l、m、s 值，

处理过程如图 2 所示。 
 经图 2 过程处理后得到本次试验钙质砂颗粒形

状系数分布如图 3 所示，分布范围为 0.28～0.78，
平均值为 0.50，偏度系数 SK 为 0.087 0，表明形状

系数基本成正态分布，符合自然界中钙质砂颗粒堆

积体的形状系数分布规律，最终确定钙质砂颗粒形

状系数 Φ=0.50。 
 
 

 
(a) l = 11.54 mm, m = 9.7 mm, s = 8.9 mm, R = 1.27, Φ = 0.68 

 

(b) l = 14.6 mm, m = 7.7 mm, s = 7.3 mm, R = 1.47, Φ = 0.51 

 

(c) l = 14.9 mm, m = 6.9 mm, s = 2.2 mm, R = 1.49, Φ = 0.30 

图 2  钙质砂颗粒形状系数图像处理 
Fig.2  Image processing for particle shape 

parameter of calcareous sand 

 

 
图 3  钙质砂颗粒 Φ 值分布曲线 

Fig.3  Distribution curve of Φ of calcareous sand particles 
 

2.2  试验装置和过程 
 本研究采用自主设计和加工的装置进行颗粒

沉降试验，试验布置如图 4 所示。试验装置中圆管

主体为透明树脂玻璃材质，壁厚为 3 mm，高度为

1.5 m，内径为 104 mm；试验中所使用钙质砂等效

颗粒粒径范围为 2.9～9.7 mm，内径大于 10dp，可

确定圆筒边界对颗粒下落过程影响较小。圆管架立
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在铝合金架上，上、下两端固定，确保圆管在试验

过程中始终保持竖直。圆管下端设置排水阀，方便

试验结束后回收液体。圆管两侧放置刻度尺来记录

颗粒下落位置，刻度尺平行布置以减小由于角度原

因引起的读数误差。 
 

 
 

图 4  沉降试验仪器设备图 
Fig.4  Instruments and equipment of settling test 

 

 试验前先将颗粒清洗、烘干，对颗粒进行编号

后采用电子天平称量颗粒质量，颗粒密度按照土工

《试验规程》SL237—1999 [17]采用 5 mL 比重瓶进

行称量。为了获得更广范围的雷诺数区间，配制黏

滞系数较大的甘油-水溶液（牛顿流体），搅拌均匀

后将液体加入圆管，在试验室内静置至少 24 h，使

管内气泡充分溢出，液体与试验室之间达到热平衡。

利用水银温度计测量液体温度，量筒及电子天平称

量液体密度。在低雷诺区（Re≤0.5），液体黏度采

用落球法直接测量，高雷诺区（Re>0.5）时采用旋

转式黏度仪进行测量，测得液体基本性质如表 1 所

示。 
 

表 1  试验所用液体基本性质 
Table 1  Basic properties of test liquid 

试样编号 Cv/ % T/℃  /(g/cm3)  /(mPa·s) 

S1 100 17.3 1.26 1 839 

S2 95 18.8 1.25 688 

S3 90 19.5 1.23 309 

S4 85 20.8 1.22 155 

S5 80 21.2 1.21 97.87 

S6 70 22.3 1.20 41.87 

S7 60 23.1 1.17 16.30 

S8 40 23.5 1.12 5.02 

S9 0 18.8 1.00 1.04 

注：Cv为甘油体积浓度，T 为液体温度。 

 释放颗粒前先将颗粒在配制好的液体中加热

排除颗粒孔隙内气体，确保下落过程中颗粒与液体

之间能够充分接触。然后将颗粒在圆筒顶部释放（颗

粒方向随机），使其沿中心轴线自由下落，使用佳能

5D Mark Ⅲ高速相机（1 280×720，50 帧/s）对颗粒

下落过程进行逐帧扫描拍摄。利用 Adobe Premiere 
Pro 视频处理程序对颗粒下落过程进行逐帧播放，

图 5 展示了颗粒在液体中每隔一秒的瞬时位置，图

片下方显示时间从左至右依次为分、秒和帧。剔除

偏心及旋转翻滚强烈的颗粒，选择下落过程较顺畅

的颗粒，记录其下落较稳定时一段时间内下落的距

离，进而获得颗粒的最终沉降平衡速度。预估颗粒

达到 0.99 倍平衡速度所需时间 ts，其公式为[18] 
2
p

s
4.6

18
d

t



              （8） 

 
 

图 5  单颗粒沉降瞬时位置 
Fig.5  Images of a single particle settling 

 

3  试验结果及误差分析 

3.1  试验结果 
 颗粒在静止牛顿流体中沉降过程遵守 Newton

阻力定律，即颗粒首先在重力和浮力共同作用下进

入加速阶段，随着速度的增大，颗粒所受拖曳阻力

不断增大，当颗粒所受到的体力与面力达到平衡时，

颗粒进入匀速下落状态，此时颗粒的速度 Ut记为沉

降平衡速度，计算公式为 

p p
D 2

t

4 ( )

3

gd
C

U
 




           （9） 

式中：g 为重力加速度。 
 通过试验获取颗粒相应参数及下落平衡速度

后，采用式（2）、（9）分别计算出雷诺数 Re 及拖

曳力系数 CD。在双对数坐标下绘制出钙质砂颗粒的

CD和 Re 关系如图 6 所示。 
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图 6  两种颗粒沉降 CD-Re 关系图 
Fig.6  CD as a function of Re for two kinds of particles 

 

 沉降试验中剔除旋转（翻滚）、偏移强烈的颗

粒，最终共获得钙质砂颗粒有效数据点 521 个，雷

诺数分布范围 Re 为 0.01～4 000，基本包含南海钙

质砂在正常渗流及强渗流下所经历的雷诺数范围。

为了对比分析，本试验中还采用规则的玻璃球体进

行了沉降试验，其结果见图 6。玻璃球体沉降稳定

速度提取方法与钙质砂相同，玻璃球体为人工材料，

其形状系数近似认为 Φ=1。经与钙质砂对比发现，

钙质砂拖曳力系数与玻璃圆球体存在差异，即在同

等雷诺数条件下，球形颗粒的拖曳力系数较小；而

由于其不规则形状的影响(Φ=0.5)，钙质砂颗粒拖曳

力系数较大。这种差异随着雷诺数的增加而逐渐增

大。 

3.2  试验误差分析 
 颗粒沉降试验过程中误差主要来源于以下几

个方面：首先，由于钙质砂形状十分复杂，表面微

孔隙发育，因此简单地将其视为三轴不等椭球体对

其表面积进行估计难免存在一定的误差；其次，在颗

粒沉降平衡速度的测量方面，本次试验采用 50 帧/s
的高速相机进行拍摄和回放，在时间记录方面会

存在 2%左右的误差，间接造成速度误差约 2%。 
 除以上几方面影响因素外，对试验结果影响最

大的因素就是颗粒初始方向的选择及颗粒下落过程

中的旋转偏移。在低雷诺区，颗粒基本沿圆筒中心

轴线竖直沉降；而随着雷诺数的增大，颗粒下落过

程中旋转偏移现象逐渐明显。针对该点，除了剔除

沉降过程中旋转强烈、偏移严重的颗粒外，本试验

在雷诺数较大时（Re>10）进行 3 次平行试验，获

得平均沉降平衡速度后再分别反算 CD和 Re 值，以

达到减小误差的目的。表 2 为在体积浓度为 60%甘

油水溶液中 3 次平行沉降试验部分结果。 
图 7 表示在此局部雷诺数区间进行的 3 次平行

试验结果。 

表 2  3 次平行试验速度及 Ut 、Q 表 
Table 2  Velocities of three parallel tests and Ut , Q 

编号 U1/(cm/s) U2/(cm/s) U3/(cm/s) Ut/(cm/s) Q/% 

 1 13.10 13.50 13.65 13.42 1.56 

 2 14.15 14.18 14.49 14.27 1.00 

 3 19.76 18.05 18.71 18.84 3.26 

 4 17.91 17.16 17.72 17.59 1.67 

 5 20.47 21.20 21.24 20.97 1.59 

 6 19.51 19.98 20.06 19.85 1.14 

 7 24.52 23.29 24.97 24.26 2.67 

 8 21.13 20.71 20.87 20.9 0.72 

 9 21.03 20.91 21.24 21.06 0.57 

10 24.26 22.93 23.95 23.72 2.19 

11 25.47 24.56 24.58 24.87 1.61 

12 25.33 24.04 24.08 24.48 2.30 

13 25.05 25.25 24.97 25.09 0.43 

14 29.02 27.75 28.28 28.35 1.58 

15 29.39 28.63 29.53 29.18 1.27 

注：U1、U2、U3 为 3 次平行试验测得的平衡速度；Q 为相对偏差。 

 

图 7  局部雷诺数区间 3 次平行试验 CD与 Re 关系 
Fig.7  Relationships between CD and Re in three parallel 

tests in a specific Re range 
 

为了定量描述沉降过程中速度测量结果的误

差，采用总体相对平均偏差 Qm 对沉降稳定速度平

行试验结果进行统计分析，Qm定义为 

3

1
m

t,

1 t, 100%
3i

j i

j i

n
i

i

U U
U

Q

Q
Q

n








 














      （10） 

式中：Ut, i为第 i组试验的 3次平行试验速度平均值；

Uj为第 i 组试验每次测量的速度；Qi为第 i 组试验

相对平均偏差，代表第 i 组 3 次平行试验结果的离

散程度，部分结果如表 2 所示； Qm 为各组试验 Qi

的平均值，本次试验中(Re>10) 3 次平行试验全部沉
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D
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降成功组数 n  103，计算得 Qm = 2.16%，此数值表

征每组 3 次试验各自速度与最终确定的颗粒沉降平

衡速度之间存在着 2.16%的偏差，说明试验对速度

的测量结果离散性较小，可信度较高。 

4  拖曳力系数模型拟合 

4.1  模型建立 
 已有的研究发现[15]，拖曳力系数 CD、雷诺数

Re 及颗粒形状系数 Φ 之间存在一定的关联性表达

式为 

D( , , ) 0F C Re             （11） 

 为了确定钙质砂颗粒三者的关系，首先考虑最

简单的情况，即球体颗粒在低雷诺 Stokes 层流区沉

降时，其拖曳力系数与雷诺数之间的理论关系式[19] 

D 24C Re              （12） 

两侧同乘 Re 整理得 
2

D / 24Re C Re            （13） 

 而在本次钙质砂颗粒沉降试验中，主要有两点

与上述条件不符。第一，钙质砂颗粒形状不规则；

第二，本次试验雷诺数区间已经超出 Stokes层流区。

本文欲建立包含 CD、Re 及 Φ 的钙质砂拖曳力系数

模型，现基于这两个方面对式（13）进行修正。 
 为了考虑颗粒形状的影响，试验中通过调配液

体改变黏滞系数和密度等方法，获得广泛的雷诺数

区间，选取具有不同形状系数颗粒进行沉降试验，

在双对数坐标下绘制 CD与 Re 关系曲线如图 8 所示

(Φ=1 为玻璃球体数据)。 
 

 

图 8  具有不同形状系数钙质砂颗粒拖曳力系数 
随 Re 变化曲线 

Fig.8  CD as a function of Re for calcareous sand particles 
with various shape coefficients 

 
 从试验结果中可以得出以下规律：形状系数相

同情况下，钙质砂颗粒拖曳力系数随雷诺数的增加

而减小；雷诺数相同的的条件下，其拖曳力系数随

形状系数的增大而减小，且随着雷诺数的增加，形

状系数对拖曳力系数的影响逐渐增大。 
针对雷诺数已经超出 Stokes 层流区的情况，综

合考虑形状因素，引入形状系数 Φ，在本次试验的

整个雷诺数区间上采用以下数学表达形式拟合钙质

砂拖曳力系数模型： 
2

D( )Re F C Re            （14） 

式中： 为形状影响系数，其值随 Re 变化，即 

( )F Re                （15） 

 Dellino 等[15]曾以式（14）的形式建立了高雷诺

区天然浮石的拖曳力系数经验公式，但并未考虑形

状影响系数 ；Dioguardi 等[20]以火山灰为材料对

Dellino 模型低雷诺区进行了补充试验，通过引入相

同雷诺数下球体的拖曳力系数 CD,S，在整个雷诺区

间上建立适合火山灰材料的拖曳力系数模型：  
2 2.072 1

D D,S / ( )( )1.188 3C C Re Re  （16） 

 针对钙质砂这种不规则形状颗粒材料，本文同

样引入 CD,S对式（14）做如下修正： 
2

D D,S/ ([ )] Re F C C Re         （17） 

 CD,S可通过式（1）确定，关于式（1）中 A、B、
C、D 的取值，根据本研究中圆球颗粒的试验结果，

对多个圆球拖曳力系数理论模型[10, 2122]进行准确

性分析，发现 Haider-Levenspiel 模型[11]较其他模型

准确，本文圆球颗粒试验结果与 Haider-Levenspiel
模型预测结果对比如图 6 所示，两者基本一致。因

此，采用 Haider-Levenspiel 圆球颗粒拖曳力系数模

型，确定系数A  0.180 6，B  0.645 9，C  0.425 1，
D  6 880.95，公式为 

0.645 9
D,S ( )

24 0.425 11 0.180 6
1 6 880.95 /

C Re
Re Re

  


 

（18） 
 在 Dioguardi-Mele 模型中， 按下式取值： 

  

    

0.23

0.05

( 50)

( 50)

Re Re

Re Re







 





≤
        （19） 

其局部雷诺数如图 9 所示，可以看出 随雷诺

数增大先减小后增大，在 Re=50 时处存在明显的

阶跃不连续性，不符合图 8 中钙质砂形状系数对

拖曳力系数的影响随雷诺数的增大而连续增大的

规律。 
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图 9  两模型 α 随 Re（局部）变化趋势图 

Fig.9  Variation of α with Re (specific range) of two models 
 

 依据图 8，利用式（14）的假定，即在一定雷

诺数条件下，CDΦα 为定值，在双对数坐标下绘制

lgCD-lgΦ散点图，拟合直线斜率的相反数即为 值，

再通过变化 Re 值，得到不同雷诺数条件下对应的
值。根据 随 Re 的变化趋势，本文采用复合指数

形式来拟合二者关系，此时式（15）具体化为 
0.1750.028( )ReRe           （20） 

 取值如图 9 所示，随 Re 单调增加，符合图 8
所反映的规律。 

 得到 与 Re 关系后，根据式（17）的关系，

以 CD/(CD,S  Re2Φα )为横坐标，Re 为纵坐标，在双

对数坐标下绘制试验数据点，采用最小二乘法对二

者关系进行拟合，拟合曲线如图 10 所示，建立方程

为 
2 0.500 5

D D,S1.228 0[ ( )]Re C / C Re       （21） 

 

 

图 10  钙质砂颗粒拖曳力系数拟合曲线 
（包含 CD、Re 及 Φ 的） 

Fig.10  Fitting curve of drag force coefficient for 
calcareous sand particles (CD, Re and Φ involved) 

 
提取 CD 建立钙质砂颗粒在液体中沉降的拖曳

力系数经验模型： 

D, S
D 0.002 00.663 4

C
C

Φ Re


        （22） 

式中：CD, S和 分别按式（18）、（20）取值。 
4.2  模型对比分析 

 为了验证本文模型对钙质砂的适用性和精确

性，将本文所建立的拖曳力系数模型与其他两个拖

曳力系数模型进行对比，分别为 Dioguardi-Mele 模

型[20]及 Swamee-Ojha[23]模型，形式分别如式（16）及

下式所示： 

D 0.35 0.8 0.64
48.5

(1 4.5 )
C

Re


 


 

1.250.32

18 0.8
1

100 1 000 1.05
Re

Re   

   
       

（23） 

式中： 为形状系数，可表示为 

s
lm

                （24） 

式中：l、m、s 与本文定义一致，分别为椭球体长

轴、中轴和短轴的长度。 
在某一雷诺数条件下，由式（16）、（22）、（23）

分别计算出各模型预测的拖曳力系数 CD,P，如图 11
所示，图 11(a)～(c)表示在双对数坐标下 3 个模型预

测的拖曳力系数随雷诺数 Re 变化与实测结果对比

情况，比较可见 Swamee-Ojha 模型 CD预测值整体

相比于试验实测值偏低，而 Dioguardi-Mele 模型则

恰好相反，预测值整体偏高，本文模型整体预测趋

势较好。图 11(d)是以实测 CD为横坐标，以各模型

预测值 CD,P为纵坐标拟合的 3 条直线。直线斜率越

接近 1，拟合度越高，则表明模型整体预测精度越

高。3 个模型拟合结果比较可知，无论是直线斜率

接近 1 的程度，还是拟合的优度，本文模型都明显

高于其他两个模型，这也体现了本文模型对 CD 的

预测具有更高的精度。现以拖曳力系数预测平均相

对误差 dE 和均方根误差 RMS 两个指标定量地描述

各模型对 CD的预测精度，定义式分别为 

D,P D

1 D
d 100%

n

i

C C
C

E
n






          （25） 

2
D,P D

1
(lg lg )

n

i
C C

RMS
n




  （26） 

式中：n为试验总组数 521次，在此标准下各模型 dE
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及 RMS 值如表 3 所示。 

 
    (a) Swamee-Ojha 模型与实测值、模型预测值对比 

 
    (b) Dioguardi-Mele 模型与实测值、模型预测值对比 

 
    (c) 实测值与本文预测值对比 

 
  (d) 3 种模型对比 

图 11  3 个模型 CD值预测对比 
Fig.11  Predictions of CD of calcareous sands 

using three models 

表 3  3 个模型 CD预测误差表 
Table 3  Error of prediction of CD by three models 

dE /% RMS 

Swamee- 
Ojha 模型 

Dioguardi- 
Mele 模型 

本文 
Swamee- 
Ojha 模型 

Dioguardi- 
Mele 模型 

本文 

27.3 25.0 14.5 0.181 8 0.119 7 0.077 5 

 

从表 3 中可以看出，本文模型对 CD 的预测整

体相对误差 dE 和均方根误差 RMS 都低于其他两个

模型，说明本文拟合的拖曳力系数模型在预测钙质

砂这种天然不规则形状颗粒材料在液体中沉降特性

时具有更高的精度和稳定性。由于每种材料形状的

复杂程度不同，表面起伏程度不同，会导致其拖曳

力系数模型有所差异。虽然本文拟合的模型在预测

精度上已经达到满意的效果，但在将来的研究中，

有必要进一步考虑钙质砂颗粒表面微孔隙对液体拖

曳力系数的影响。 
 除了对拖曳力系数预测外，对颗粒在液体中沉

降平衡速度的预测也是体现模型精确性的一个重要

方面，下面考察本文模型对颗粒沉降平衡速度的预

测能力。由式（9）变换可得颗粒沉降平衡速度 Ut： 

p p
t

D

4 ( )
3

gd
U

C
 



          （27） 

 在某一雷诺数条件下，首先根据式（16）、（22）、
（23）得到钙质砂颗粒拖曳力系数后，再由式（27）
分别计算出 3 个模型预测的颗粒沉降平衡速度，定

义单个颗粒平衡速度测量相对误差 Eu为 

u
t,p t,m

t,m
100%

U U
U

E


          （28） 

式中：Ut,m为试验实测颗粒平衡速度；Ut,p为各模型

预测值。 
各颗粒 Eu随雷诺数变化如图 12 所示。图中可

见，Swamee-Ojha 模型预测误差相较其他两种模型

明显偏大；Dioguardi-Mele 模型预测误差虽有所降

低，但离散性稍大；本文模型预测误差最低，且离

散性较小，精度最高。 
除了颗粒形状不规则外，钙质砂表面微孔隙发

育，其对拖曳力系数也有一定的影响。为进一步探

究钙质砂表面微孔隙对拖曳力系数的影响，本研究

将具有相同形状系数、表面光滑的颗粒与钙质砂颗

粒进行对比。试验中，针对两种形状系数 Φ=0.36 
和 Φ=0.67 颗粒，在测得其沉降平衡速度后，利用

式（2）、（9）可分别求得 Re 和 CD。Pettyjohn [24]、

Willmarch[25]等对 Φ=0.36 和 Φ=0.67 的表面光滑颗 
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图 12  3 个模型 Ut预测误差对比图 

Fig.12  Error of predicted Ut of calcareous 
sands using the three models 

 
粒进行沉降试验，获得其沉降平衡速度后同样采用

式（2）、（9）计算出 Re 和 CD，其结果与钙质砂颗

粒对比见图 13。通过比较发现，在低雷诺数区域，

颗粒表面微孔隙对拖曳力系数影响较小；随着雷诺

数增大，钙质砂与表面光滑颗粒的拖曳力系数逐渐

分离，表面光滑颗粒具有更高的拖曳力系数，这是

由于在高雷诺区颗粒下降时上部逐渐形成尾涡。随

着速度增大，尾涡区域不断变大，上、下两侧产生

的压差阻力增大，导致拖曳力增大。而钙质砂独特

的表面微孔隙凸凹构造会延缓边界层的剥离[26]，从

而减小负压区范围，表现出的拖曳力系数较小的结

果。本文未对钙质砂表面微孔隙进行定量的描述，

但在以后的研究中，有必要针对钙质砂颗粒表面微

孔隙对拖曳力系数的影响进行定量分析。 

 

图 13  钙质砂与表面光滑材料拖曳力系数对比图 
Fig.13  Comparison of drag force coefficient between 

calcareous sand particle and materials with smooth surface 

5  结  论 

（1）钙质砂颗粒形状极不规则，主要可分为片

状、长条状及椭球状 3 种类型。本次试验定义形状

系数 对颗粒形状进行了定量描述，该形状系数既

考虑了颗粒整体偏离圆球形的程度，同时也能表征

颗粒表面起伏形态，因此能够有效描述钙质砂这种

形状复杂的天然岩土材料外形特征。 
（2）试验通过调配液体的组分改变黏滞系数和

密度，获取较广泛范围的雷诺数区间。分析获得颗

粒沉降平衡速度，拟合了包含 CD、Re 及  3 个参

数在内的拖曳力系数预测模型，发现在相同雷诺数

条件下，钙质砂的拖曳力系数随形状系数降低而升

高，且随着雷诺数的增加，这种升高的幅度逐渐增

大。 
（3）经与其他两个针对不规则颗粒的拖曳力系

数模型进行对比分析发现，在本研究所涉及的雷诺

数区间上，本文模型在拖曳力系数预测精度上较其

他两个模型有所提高，说明该模型对钙质砂这种天

然不规则岩土材料具有更高的适用性。本文还针对

钙质砂表面微孔隙对液体拖曳力系数的影响进行了

定性分析，在以后的工作中有必要针对钙质砂颗粒

表面微孔隙进行定量研究。 
（4）目前本文建立了钙质砂单个颗粒的拖曳力

系数模型，该模型能够考虑不规则颗粒形状对拖曳

力系数的影响，进而提高对土体渗透性预测的精度，

对南海岛礁填筑工程中钙质砂固结和沉降的计算也

具有重要意义。 
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