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基于薄层法和移动坐标系法的地铁竖向 

振动在成层土层中传播 

包汉营，陈文化，张  谦 
（北京交通大学 土木建筑工程学院，北京 100044） 

 
摘  要：针对地铁竖向振动在成层地基中的传播，提出了移动荷载作用下层状地基的分析模型。基于该模型，利用狄拉克函

数及三重傅里叶变换将时空域内单个移动简谐荷载转换为频率-波数域内的荷载，结合薄层法和移动坐标系法推导了单个移

动简谐荷载和移动简谐线荷载作用下三维层状地基动力响应的解析解，并给出了移动简谐线荷载动力响应解析解中参数 n 的

经验取值范围；分析了荷载的移动速度对层状地基动力响应的影响以及弹性模量、泊松比、阻尼比和荷载频率对土体临界速

度的影响。结果表明：荷载的移动速度对不同频带的动力响应的影响范围不同；移动速度对低频响应的影响程度大于对高频

响应的影响程度；相比于泊松比和阻尼比，弹性模量对土体临界速度的影响最大；频率越接近荷载振动频率的振动响应，其

幅值越大，临界速度越小。 
关  键  词：地铁振动；移动荷载；成层土层；临界速度；薄层法；移动坐标系法 
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Propagation of subway vertical vibration in layered soils based on thin layer 
method and moving coordinate system method 

 
BAO Han-ying,  CHEN Wen-hua,  ZHANG Qian 

(School of Civil Engineering, Beijing Jiaotong University, Beijing 100044, China) 
 

Abstract: To investigate the propagation of subway vertical vibration in layered soil, an analysis model of layered foundation under a 
moving load is proposed. The Dirac function and the triplex Fourier transform are used to transform a moving harmonic load in 
time-space domain to a load in frequency-wavenumber domain based on the analysis model. The analytical solutions of the dynamic 
response of 3D layered foundation under a moving harmonic load and a moving line harmonic load are deduced by using the thin 
layer method and the moving coordinate system method. The range of the parameter n in the analytical solution of a moving line 
harmonic load is given. The influence of load speed on the dynamic response of 3D layered foundation, and the influence of the 
elastic modulus, Poisson’s ratio, damping ratio and load frequency on the critical speed of soil are analyzed. The results show that the 
influence scope of the load speed on the dynamic response of different frequency bands is different. The influence of moving speed 
on the low frequency response is greater than that of the high frequency response, and the elastic modulus has the greatest influence 
on critical speed of soil compared with Poisson’s ratio and damping ratio. The dynamic response amplitude will increase and the 
critical speed will decrease when the frequency of the dynamic response is close to the load frequency. 
Keywords: metro vibration; moving load; layered soil; critical speed; thin layer method; moving coordinate system method 
 

1  引  言 

随着地下轨道交通的迅速发展，其引发的环境

振动问题也越来越突出，针对这一问题，国内外学

者做了大量的研究。Eason[1]利用 Fourier 变换先后

研究了表面移动点、圆形及矩形分布荷载作用下的
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弹性地基的动力响应问题；Gakenheimer 等[2]研究了

移动集中荷载作用下弹性半空间体瞬态响应的问

题，并给出了相应的解析解；Dieterman 等[3]在荷载

频率函数中考虑了临界速度以及土层厚度的影响，

研究了移动集中荷载作用下单层土的动力响应问

题；Jones 等[4]模拟了移动简谐点荷载作用下轨道-

地基体系的动力响应，分析了荷载速度、频率等对

地面响应的影响；Hung 等[5]利用 2.5 维有限元-无限

元方法研究了地下轨道交通引起的地基动力响应问

题。袁宗浩等[6]采用解析法建立了饱和土全空间中

圆形衬砌隧道和轨道结构耦合分析模型，研究了地

铁列车荷载作用下饱和土中圆形衬砌隧道和轨道系

统动力响应。胡安峰等[7]在平面应变条件下研究了

下卧基岩饱和地基在移动线荷载作用下的动力响应

问题。徐斌等[8]采用 TRM 方法研究了移动荷载作用

下二维层状土动力响应问题，虽然考虑了地基土的

分层特性，但仍然是在二维条件下进行的分析求解。

张谦等[9]按照波函数展开法和镜像原理等推导了地

铁列车轴向激励作用下出平面波的振动响应的解析

解。司理涛等[10]利用虚拟激励法将系统的随机分析

转化为确定性分析，研究了列车荷载作用下黏弹性

半空间体的随机动力响应等问题。叶俊能[11]将列车

荷载简化为简谐移动荷载，通过构建列车荷载-轨道

系统-饱和地基模型研究了双层横观各向同性饱和

地基的动力响应。周晔等[12]通过构造轨道、道碴、

枕木及弹性层的横观各向同性饱和地基在列车荷载

下的动力计算模型，得到了列车荷载作用下横观各

向同性软土地基上弹性层动力响应的解析结果。巴

振宁等[13]采用格林函数等方法分析了表面移动简

谐荷载作用下层状地基-轨道耦合的动力响应问 
题。 

本文针对地铁竖向振动在成层土中的传播，将

三维土体分成多层，利用薄层法及 函数推导了竖

向单个移动简谐荷载作用下三维层状地基动力响应

的解析解；将移动线荷载转化为 n个移动点荷载，

结合移动坐标系法推导了移动简谐线荷载作用下层

状地基的解析解。通过对比由单个移动简谐荷载的

解析解与分层法[14]得到的计算结果，证明了所推导

公式的正确性和适用性。通过算例分析，得到了移

动简谐线荷载解析解中参数 n 的经验取值范围，并

分析了移动速度对地基土动力响应的影响以及弹性

模量、泊松比、阻尼比和荷载频率对土体临界速度

的影响。 

2  基于薄层法的三维层状地铁地基
振动模型及理论 

2.1  动力分析模型 
天然土体由于自然的沉积作用，一般为分层介

质，对于地铁列车引起的层状地基动力响应问题，

本文采用图 1 的动力分析模型。 
 

 

图 1  分析模型 
Fig.1  Analysis model 

 
2.2  三维分层土体中地铁振动理论[1516] 

对于图 1 中所示的三维层状半空间模型，将其

沿竖直方向进行离散，利用伽辽金法进行求解。 
（1）用水平节面沿地基深度方向将其分割成水

平薄层，薄层单元的厚度可根据求解精度要求进行

细化，各薄层单元假定为均匀弹性介质。 
（2）将各薄层节面由地面开始按1, 2, 3, , N

进行编号，每个薄层单元的编号与其上表面编号相

同。 
（3）对于最下层的边界条件，可参考文献[15]

的相关研究。 
设单元内在厚度方向上的位移呈线性分布，由

伽辽金残值法可得层单元的求解方程如下[16]： 
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式中： x 、 y 分别为 x、y 方向的波数； G、 为

拉梅常数，可通过引入复拉梅常数考虑土体阻尼比

的影响，即 * (1 i )    ， * (1 i )G G   ， 为土

体的阻尼比； 为土层密度；H 为土层厚度；为

角频率； e
i lu  、 e ( 1, 2, 3)i l i  分别为层单元在频

率-波数域内 3 个不同方向上的位移和应力向量；
l
i 、 l

iu 表示第 l 节面处的应力和位移。 
将各层单元矩阵集总，可得总的层状地基体系

的求解方程为 
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式中： p[ ]A 、 s[ ]A 、[ ]B 、 p[ ]E 、 s[ ]E 为体系的整体

矩阵，分别由单元矩阵 e
p[ ]lA 、 e

s[ ]lA 、 e[ ]lB 、 e
p[ ]lE 、

e
s[ ]lE 集总后得到； 1u 、 2u 、 3u 、 1 、 2 、

 3 分别为3个不同方向上的整体位移向量和整体

应力向量，由单元位移向量 e
1 l

u 、 e
2 lu 、 e

3 lu 和

单元应力向量 e
1 l

 、 e
2 l 、 e

3 l
 集总后得到。 

利用振型叠加法求解式（4）、（5）。式（4）用

广义坐标可表示为 
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式中： k 为特征值；    T
k kX Z 、 kY 为特征向

量； kq 、 kq 为广义坐标。 
式（5）用广义坐标可表示为 
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k
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式中： kY 为特征向量； kq 为广义坐标。 

3  移动荷载作用下层状地基动力响

应解析 

3.1  任意节面处竖向单个移动简谐荷载作用下三

维层状地基动力响应的解析解[16] 

以竖向移动简谐激振荷载为例。假设 t  0 时

刻，分层土中只有第 S 层节面(S=1,2,3N)上作

用激振力 0i( ) ( )e t
zF y ct x   ，其中 zF 为荷载幅值，

0 为振动角频率，荷载作用方向竖直向下，起始位

置为原点，以速度 c 沿 y 轴正方向移动。对该激振

力做如下三重傅里叶变换： 
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则体系的荷载在频率-波数域中可表示为

[ ] [0]xP   ，[ ] [0]yP  ， T[ ] [0 0]z zsP P   ，其中：

[ ]xP 、[ ]yP 、[ ]zP 分别为频率-波数域中总体荷载向

量； zsP 表示频率-波数域中第 S 层节面处荷载值。 
将[ ]xP 、[ ]yP 、[ ]zP 进行如下正交变换： 
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式中 ： [ ] diag( )x x  ， [ ] diag( )y y  ， [ ]   
diag( ) 。 

可得：   1 0  ，   2 0  ， 3 i[ ]zP  。 
只有 3 作用时，式（6）中的广义坐标为 
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代入式（6）可得 
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本文只对竖向位移进行研究，对 3u 中的 x 、

y 做傅里叶逆变换，可得到频域内任意 R 节面

(R=1,2,3N)处的竖向位移为 
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式中： w 为第 R 节面处点(x, y)在频域内的竖向位

移； RkZ 、 SkZ 分别为 kZ 中第 R 和第 S 个元素的

数值； ka Q、 分别为 

2 20 ,   k ka Q a
c  

 



       （15） 

式（14）即为分层土中任意 S 节面处竖向单个

移动简谐荷载作用下三维层状地基在任意R节面内

任意一点处竖向位移响应在频域内的解析解。 
3.2  任意节面处竖向移动简谐线荷载作用下三维

层状地基动力响应的解析解 
假设荷载沿 Y 轴移动，待求点的起始坐标为

0 0 0( , , )x y z ，将移动线荷载简化为多个移动点荷载。

从第 1 个简化荷载开始，将其起始位置视为原点，

此时待求点坐标为 0 0 1 0( , , )x y y z ，利用式（14）得

到相应的位移响应；同理，当第 m 个简化荷载作用

时，将其起始位置视为原点，此时待求点的坐标为

0 0 0( , , )mx y y z ，由式（14）可得到相应的位移响

应，直到最后一个简化荷载作用时，得到其相应的

待求点的位移，将以上各位移值叠加，最终求得该

移动线荷载作用下待求点 0 0 0( , , )x y z 的位移响应。 
由此可得移动简谐线荷载作用下，任意一点

0 0 0( , , )x y z 处位移的解析解可表示为 

0

0

22
i ( )

1 1

e
e

k

m

Q xn N
a y y Rk Sk k

zsm
m k k k

Z Zw P
D Q c




 

 
 

 
     （16） 

式中： zsmP 为第 m 段线荷载的合力，当 n 达到一定

数值后， zsmP 的作用位置（从第 m 段线荷载的起点

至终点）对结果的影响很小；n 为移动线荷载简化

为单个移动荷载的数目； my 为第 m 个移动简化荷

载在原坐标系下的起始 y 坐标值。 

4  算例分析 

4.1  竖向单个移动简谐荷载作用下三维层状地基

的动力响应 
利用式（14）和分层法分析了竖向移动简谐点

荷载作用下 3 层弹性土体动力响应的算例。土层参

数如下：第 1 层土体厚度为 4 m，弹性模量为      
20 MPa，密度为 2 000 kg/m3，泊松比为 0.3；第 2
层土体厚度为 3 m，弹性模量为 15 MPa，密度为    
1 800 kg/m3，泊松比为 0.35；第 3 层土体厚为 3 m，

弹性模量为 20 MPa，密度为 2 000 kg/m3，泊松比

为 0.35，最下层为基岩。移动荷载作用在土体表面，

荷载幅值为 1 N，振动频率 0 0 /(2 ) 5 Hzf    ，速

度 c  20 m/s，沿 Y 轴正向移动。图 2(a)、2(b)分别

为地基表面控制点(10,50,0)和点（10,100,0）竖向位

移的时程曲线。 
 

 
(a) 点(10, 50, 0) 

 
(b) 点(10, 100, 0) 

图 2  竖向位移时程曲线 
Fig.2  Time history curves of vertical displacement 

 
由图 2 可以看出，本文的计算方法和分层法所

得到的竖向位移时程曲线能够比较好的吻合，证明

了本文所得到的竖向单个移动简谐荷载作用下三维

层状地基动力响应解析解的正确性。 
4.2  内部竖向移动简谐线荷载作用下三维层状地

基的动力响应 
利用式（16）分析了一个内部竖向移动简谐线

荷载作用下三维多层地基的动力响应的算例，并给

出了式中参数 n 的经验取值范围。土层参数如下：

第 1 层土体厚度为 5 m，弹性模量为 10 MPa，密度
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为 1 600 kg/m3，泊松比为 0.3；第 2 层土体厚度为   
5 m，弹性模量为 15 MPa，密度为 1 800 kg/m3，泊

松比为 0.35；第 3 层土体厚度为 15 m，弹性模量为

20 MPa，密度为 2 000 kg/m3，泊松比为 0.35；土体

以下为基岩。移动线荷载作用在基岩以上 10 m 处，

长度为 L，振动频率 0 0 /(2π) 5 Hzf   ，单位长度

幅值为 1 N，速度 c  20 m/s，沿 Y 轴正向移动。    
图 3(a)、3(b)分别为参数 n 取不同数值时，由式（16）
得到的地基表面控制点(30,100,0)和点(20,50,0)的
w/L 的时程曲线（w 为控制点在时域内的竖向振动

位移）。 
由图 3 可以看出：控制点的 w/L 时程曲线的振

幅和达到最大振幅的时间，随着参数 n 取值的变化

而变化。但当 n 值达到⌈(5～7) L⌉时，位移时程曲

线已经基本趋于稳定。因此，在利用式（16）计算

竖向移动简谐线荷载作用下地基土动力响应时，参

数 n 取⌈(5～7) L⌉即可满足精度要求。其中⌈⌉表示

向上取整， 为归一化因子。 

 
(a) 点(30, 100, 0) 

 
(b) 点(20, 50, 0) 

图 3  参数 n对移动线荷载动力响应的影响 
Fig.3  Influences of parameter n on dynamic response of 

moving line load 
 

4.3  荷载移动速度对层状地基动力响应的影响 
图 4～9分别为表面控制点(10,10,0)处荷载移动

速度对单个移动荷载和移动线荷载作用下三维层状

地基频域内动力响应的影响曲线。土体参数同 4.2
节，移动荷载作用在基岩以上 10 m 处，点荷载幅

值为1 N，线荷载长度 L  5 m，单位长度幅值为 1 N，

沿 Y 轴正向移动，振动频率 0 0 /(2π) 5 Hzf   ，

参数 n 取 30。由图 4～9 可以看出：动力响应频率 f
发在 10 Hz 以内时，移动点荷载和移动线荷载的临

界速度基本都在 20 m/s 以内；当 f 在 10～20 Hz（不 
 

 
图 4  动力响应频率在 10 Hz 以内时, 移动速度对 

点荷载动力响应的影响 
Fig.4  Influence of moving speed on dynamic response of 

point load when frequency is less than 10 Hz 
 

 
(a) f 为 13、15 Hz 

 
(b) f 为 18、20 Hz 

图 5  动力响应频率在 10～20 Hz 之间时，移动速度对 
点荷载动力响应的影响 

Fig.5  Influences of moving speed on dynamic response of 
point load when frequency is between 10 Hz and 20 Hz 
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图 6  动力响应频率在 30 Hz 以上时, 移动速度对 

点荷载动力响应的影响 
Fig.6  Influence of moving speed on dynamic response of 

point load when frequency is above 30 Hz 
 

 

图 7  动力响应频率在 10 Hz 以内时，移动速度对 
线荷载动力响应的影响 

Fig.7  Influence of moving speed on dynamic response of 
line load when frequency is less than 10 Hz 

 
包括 20 Hz）之间时，点荷载和线荷载的临界速度

可达 80～100 m/s；当响应频率继续增大，在 20 Hz
以上(包括 20 Hz)时，临界速度基本维持在 50～   

60 m/s 之间(图 6、9 中 80 m/s 所对应的波动为 50 Hz
的第二振幅，因此不是其临界速度)。由此可知，移

动速度对不同频带的动力响应影响范围是不同的，

不论是移动点荷载还是移动线荷载，低频时移动速

度对动力响应的影响比高频时的影响要大。 
4.4  土体弹性模量、泊松比、阻尼比以及荷载频率

对临界速度的影响 
图 10～13 分别为土体的弹性模量、泊松比、阻

尼比和荷载频率对临界速度的影响（点(10,10)处
f  30 Hz 的位移响应）。土体厚度为 10 m，密度为

2 000 kg/m3；线荷载长度 L  5 m，单位长度幅值为

1 N，作用在地表以下 7 m 处，沿 y 轴正向移动，参

数 n 取 30。图 10～ 12 中，荷载振动频率

0 0 /(2π) 5 Hzf   ，通过复拉梅常数引入阻尼比，

即 * (1 i )    ， * (1 i )G G   。① 弹性模量的影 

 
(a) f 为 13、15 Hz 

 
(b) f 为 18、20 Hz 

图 8  动力响应频率在 10～20 Hz 之间时, 移动速度对 
线荷载动力响应的影响 

Fig.8  Influences of moving speed on dynamic response of 
line load when frequency is between 10 Hz and 20 Hz 

 

 

图 9  动力响应频率在 30 Hz 以上时，移动速度对 
线荷载动力响应的影响 

Fig.9  Influence of moving speed on dynamic response of 
line load when frequency is above 30 Hz 

 
响：E 分别取 5、10、15、20、25 MPa，  0.02，
  0.3；② 泊松比的影响： 分别取 0.10、0.20、
0.30、0.35，  0.02，E  25 MPa；③ 阻尼比的影

响： 分别取 0、0.02、0.05、0.08、0.12，E  25 MPa、
 取 0.30；④ 荷载振动频率的影响： 0f 分别取 5、
20、30、50、60、70、80 Hz，E  25 MPa，  0.02，
 取 0.3。 
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图 10  弹性模量对临界速度的影响 

Fig.10  Influence of elastic modulus on critical speed 
 

 
图 11  泊松比对临界速度的影响 

Fig.11  Influence of Poisson’s ratio on critical speed 
 

 

图 12  阻尼比对临界速度的影响 
Fig.12  Influence of damping ratio on critical speed 

 

 

图 13  荷载频率对临界速度的影响 
Fig.13  Influence of load frequency on critical speed 

由图 10～12 可以看出：弹性模量、泊松比、阻

尼比对土体临界速度的影响依次递减。 E  5 MPa
时，临界速度约为 30 m/s，E  25 MPa 时，临界速

度则达到 60 m/s；泊松比由 0.10～0.35 变化时，临

界速度有减小趋势，但是变化区间仅为 50～54 m/s
之间；土体阻尼比由 0～0.12 变化时，临界速度几

乎没有变化，因此在研究临界速度的影响因素时，

可不考虑土体阻尼比的影响；由图 13 可以看出：响

应频率和荷载振动频率越接近，其临界速度越小，

但振幅越大；位移响应频率等于荷载振动频率时，

其对应的临界速度最小，振幅最大。 

5  结  论 

（1）推导了内部竖向单个移动简谐荷载及内部

竖向移动简谐线荷载作用下，层状地基任意点处竖

向位移响应的解析解，分析了解析解中参数 n对竖

向位移响应的影响，并给出了其经验取值范围为

⌈(5～7) L⌉。 
（2）荷载振动频率一定时，其移动速度对不同

频带的动力响应的影响范围不同。不论是移动点荷

载还是移动线荷载，移动速度对低频动力响应的影

响要比高频动力响应的影响大。荷载频率为 5 Hz，
位移响应在 10 Hz 以内时，点荷载和线荷载的临界

速度基本都在 20 m/s 以内；位移响应在 10～20 Hz
之间时，点荷载和线荷载的临界速度可达 80～  

100 m/s；位移响应在 20～150 Hz 之间时，移动荷

载的临界速度基本维持在 50～60 m/s 之间。 
（3）土体的弹性模量对其临界速度有较为明显

的影响，泊松比和阻尼比对临界速度的影响相对较

小，在荷载频率等一定的条件下，弹性模量越大，

土体的临界速度也越大；频率越接近荷载振动频率

的振动响应，其幅值越大，所对应的临界速度越小。 
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