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二维接触问题的互补算法及工程应用
 

林  姗 1, 2，李春光 1，孙冠华 1，王水林 1，杨永涛 1 

（1. 中国科学院武汉岩土力学研究所 岩土力学与工程国家重点实验室，湖北 武汉 430071；2. 中国科学院大学，北京 100049） 

 

摘  要：接触问题是一种常见的非线性问题，如何能够很好地模拟接触面的变形及受力特性，以及实现对变形体间的接触问

题的真实模拟是该领域研究的难点问题。基于二维接触问题的实际物理意义，分别在法向和切向建立等价的互补模型。用非

线性互补函数（NCP）中的 Fischer-Burmeister（FB）函数将互补函数模型转化为非光滑方程组表达，用常规的 Newton 法求

解。同时，基于高斯积分法可以用较少的积分点达到较高的精度，为了进一步提高求解精度，改善不连续的通病，对面-面

接触模型在高斯点上对接触面进行处理，可通过调节积分点数目对求解精度进行控制，方法易于理解，实现方便。在此基础

上建立二维接触有限元模型，通过一系列工程算例验证该方法的可行性与有效性。结果表明，与 ABAQUS 有限元的计算结

果相比，该方法有着较高的精度，更真实地反映问题的实际。 
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Complementary algorithm for 2D contact problems and  

its engineering application 
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Abstract: Contact problem is one of the common non-linear problems. How to simulate the deformation and strength characteristics 

of the contact surface and realize the real simulation of the contact problem between deformers is a difficult problem in this field. 

Based on the physical meaning of the 2D (2 dimensional) contact problems, their equivalent complementary models are established in 

normal and tangential directions respectively. Then a system of non-smooth equations is employed to describe the complementary 

models by Fischer-Burmeister (FB) function in the NCP function, which can be solved by the conventional Newton algorithm. In 

addition, good accuracy of the solution can be obtained by a small number of integration points based on the Gauss integration. In 

order to improve its accuracy and remove its discontinuity, a procedure of the contact surface at the Gauss point is employed in the 

surface-to-surface contact model, in which the accuracy of the solution can be controlled by adjusting the number of integration 

points. The procedure is easy to understand and convenient to implement. Based on this, a 2D contact finite element model is 

established, and the feasibility and effectiveness of the method are verified by some engineering examples. The results show that the 

proposed procedure has a higher accuracy and more realistic reflection of the actual problem than ABAQUS finite element method. 

Keywords: complementarity theory; contact problems; finite element; engineering applications 

 

1  引  言 

接触问题在工程中非常普遍，接触问题广泛存

在于岩土工程、建筑结构、水利、机械等实际工程

中。接触问题求解的关键是真实地模拟对结构的力

学行为有重要影响的不连续面，即研究变形体之间

的接触问题[13]。同时接触问题有许多力学模型，这

些力学模型对应于相应的数学模型，选择不同等价

模型来求解，得到不同的效果[45]。对于复杂的接触

问题，求解的关键是要建立一个尽可能反映工程实



  3864                                      岩    土    力    学                                   2018 年 

 

际结构接触性质的数学、力学模型。 

20世纪30年代Signorini[6]给出了单边接触问题

的一般表达式，Fichera[7]证明了 Signorini 接触问题

解存在的唯一性。对于二维接触问题，Ohtake 等[8]

从变分原理出发，建立了罚有限元方程，用于求解

无摩擦的弹性接触问题。Wriggers[9]、Heegaard[10]、

Simo[11]等由变分不等式出发，建立了增广的拉格朗

日法，且由变分不等式讨论其解的存在性和唯一性。

对于互补算法及其理论在接触问题中的应用，Conry

等[12]采用线性规划法计算齿轮接触线上荷载的分

布。陈国庆[1314]、Leung[15]、李学文[16]、宣兆成[17]

等将含有互补关系的接触约束条件和库仑摩擦定律

转化为等价的非光滑方程，从而建立了摩擦接触问

题的非光滑方程组模型，先后采用了磨光方程法及

非光滑方程组法对模型求解。Bathe[18]、Christensen[19]

等将接触问题中的所有不等式约束（即法向约束条

件和摩擦条件）用光滑的约束函数来表达，将不等

式约束变成等式约束，用 Newton-Raphson 迭代法求

解。Christensen 等[19]首先利用 NCP 函数，将接触

摩擦条件用等价的半光滑方程表示，对二维摩擦接

触问题给出了非负变量作为约束的包含互补条件的

光滑方程组提法。 

随着有限元算法和计算技术的快速发展，使得

计算机数值模拟接触的全过程逐渐成为 CAE 的一

个重要组成部分，大型结构分析商业软件（ANSYS、

ABAQUS、MSC. MARC、ADINA、LS-DDYNA3D

等）中装入拉格朗日乘子法、罚函数法、增广拉格

朗日乘子法等迭代法求解。罚函数法的优点是实现

简单，且不增加未知数，然而其是一种工程近似方

法，允许接触体之间出现微小嵌入，选取的罚参数

对接触力的收敛性和精度有很大影响。拉格朗日乘

子法能精确满足接触条件，但会增加系统方程的维

数和求解难度。增广拉格朗日乘子法与罚函数方法

一样，其求解精度同样依赖于罚参数值的大小。上述

方法的计算结果有时与实际工程的吻合度不高[2022]。 

接触问题属于非线性问题，与其他方法相比，

基于互补方法的有限元法在解决这类非线性问题上

优越性明显，计算结果精度高，结果与实际工程的

吻合度好。本文主要基于互补模型对接触问题进行

求解，建立了用 FB 函数表达的互补模型。由于积

分点的数目与高斯求积的精度及节点力求解的准确

性密切相关，本文尝试在高斯点上实现对接触面的

处理，编制了相应的程序，并将该方法用于求解工

程中的接触面有限元计算问题。 

2  二维接触问题 

2.1  二维接触问题描述 

许多力学的接触问题包括接触体的大位移，因

此，在考虑接触问题时要充分考虑接触体的变形。

对于二维问题，如图 1 所示的接触体系[23]，两者所

含区域分别为 (1) 和 (2) ，记为 (1) (2)    。

一般接触边界可分为应力边界 f1S 、 f 2S ，位移边界

u1S 和 u2S ，可能发生接触的 c c1 c2S S S  ， cS 定义

为 c1S 和
c2S 所有接触对接触点中点的连线。可建立

如图 1 所示的局部坐标系 ( ,  ,  )n s t 。 

 

 

图 1  两物体间接触示意图 

Fig.1  Schematic diagram of the contact  

between two objects 

 

对于 ，在任何情况下两物体间隙 g 始终满足

非穿透条件（非侵入条件），即 

0 ( ) 0a b b

i i ig g u u n   ≥          （1） 

式中： a

iu 为接触点对应的位移； 0g 为初始间隙

0 ( )a b b

i i ig x x n  ， a

ix 为相应的接触点坐标。 

两物体未发生接触时，满足 

( ) 0,  0ng x  ≥             （2） 

两者发生接触时，满足 

( ) 0,  0ng x   ≥             （3） 

两者刚发生接触时，满足 

( ) 0,  0ng x                （4） 

法向接触力为 

n ij i jn n                  （5） 

式中： n 为法向接触力，沿用弹性力学拉正压负的

规定； ij

 为体内应力； in  为接触边界上的外法

线。在法向满足不受拉条件： 0n ≥ 。 

在切向，往往符合 Coulomb 摩擦定律，即 

a 

b 
z 

y 

t n 

 (1) 

 (2) 

Sc1 

Sc2 

Sf1 

Su1 

Sf2 

Su2 

x 

g 

Xb 

Xa 

s 
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nc ≤              （6） 

式中： 为接触面上的摩擦力， 2 2( )s t    ，
s 、

t 分别为接触面上 s 和 t 方向上的摩擦力；c 为黏聚

力；  为摩擦系数，它与摩擦角 之间的关系为

tan  。 

两接触物体在接触点上受到的切向力可用应力

表达为 

a a a a a

j ij j n in n              （7） 

因此， 

a

j nc ≤             （8） 

两物体切向无相对滑移时，满足： 

0, 0a

t n ju c      ≥        （9） 

式中： tu 为两接触物体相对滑动距离。 

两者切向发生相对滑移时，满足 

0, 0a

t n ju c     ≥        （10） 

2.2  二维接触的等价互补函数模型 

对于接触的法向： 

0

0  

0

n

n

g

g








 
 

≥

≥              （11） 

利用互补函数，可以将式（11）呈现的互补关

系用等价的互补方程（法向接触条件）描述为 

( , ) 0ng                （12） 

式（12）中函数 是用来描述互补关系的互补

函数，即如果对于任意的 2( , )x y R ，函数  ：
2R R 满足  ( , ) 0 ( , ) 0 0x y x y xy   ≥ 且 ，使

函数等于0的点集恰好是两非负半轴，则称函数

为互补函数[24]。 

切向接触问题不等式中存在着绝对值符号，而

绝对值函数是非线性函数，且导数不连续，因此，

绝对值符号的存在明显增加了问题的非线性程度。 

当 0a

t ≥ 时，表示物体 a 在接触面上所受到的

剪切应力方向与坐标轴 t 的正方向一致，而此时，

物体 a 相对于物体 b 的相对位移则与受到的剪应力

方向相反，即 0tu ≤ ，本构关系为 

0  

( ) 0

a

t n

t

a

n t t

c

u

c u

 

 




 
    

≤

≤          （13） 

其 Coulomb 条件图形如图 2 所示。 

反之，当 0a

t ≤ 时，表示物体 a 在接触面上所

受到的剪切应力方向与坐标轴 t 的正方向相反，而

此时，物体 a 相对于物体 b 的相对位移则与受到的

剪应力方向相反，沿 t 轴的正方向，即 

0  

( ) 0

a

t n

t

a

n t t

c

u

c u

 

 

 


 
    

≤

≥        （14） 

其 Coulomb 条件图形如图 3 所示。 

 

 

图 2  a

t
 ≥0 时的 Coulomb 条件 

Fig.2  The Coulomb conditions of a

t
 ≥0 

 

 

图 3  a

t
 ≤0 时的 Coulomb 条件 

Fig.3  The Coulomb conditions of a

t
 ≤0 

 

上述两种情况仅有一种发生，借鉴线性规划中

对不等式约束带处理方法，引入两个非负独立变量

tu  和 tu  [22, 25]，对于 1 种情况， 0tu  ≥ ，使得

此时 0t tu u    ≤ ；对于第 2 种情况， 0tu  ≥ ，

使得此时 0t tu u    ≥ 。 

此时，两种情况下的本构分别变为 

0

0  

( ) 0

a

n t

t

a

n t t

c

u

c u

 

 





 


 
    

≥

≥         （15） 

0

0  

( ) 0

a

n t

t

a

n t t

c

u

c u

 

 





 


 
    

≥

≥         （16） 

- 

ut 

c-n 

- 

ut 

-(c-n) 
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这样就把Coulomb条件转化为两个等价的互补

函数来处理。 

即 

( , ) 0a

t n tu c             （17） 

( , ) 0a

t n tu c             （18） 

从而降低了问题的非线性程度。 

t tu u u                （19） 

两组互补函数共引入两个独立变量，与系统其

他方程组一起构成定解问题。 

互补问题包含着不等式约束，通过非线性互补

函数，可以将互补问题转化为等价的非线性方程组

来求解。如果函数  ： 2R R ，满足 ( , )x y   

0 0 0x y ≤ ≥ ，则称 为一个非线性互补函数

（NCP 函数）。 

NCP函数可以将包含等式和不等式的 3个条件

的互补问题转化为只含有一个等式的问题，从而把

一个复杂的非光滑问题归结为解方程组的问题。互

补函数的选择不同，求解效果不同。 min( ,M x   
2), ( , )y x y R ，为最小化函数，是最简单的 NCP

函数，其在整个 xy 平面上连续且除对角线外处处光

滑。在非线性互补问题高效算法发展中起到核心作

用的互补函数是 Fischer-Burmeister(FB) 函数，
2 2 2

FB( , ) ( ), ( , )x y x y x y x y R      [26] 函数形

式简单，只在孤立点（0, 0）不可微，经常用来转化

互补问题。本文也用它来求互补问题。 

2.3  接触问题点-面接触模型 

如图 4 将 a 接触边界称为主面(master)，b 接触

边界为从面(slave)，且从面上的单元不能侵入主面，

将主面上的单元称为主单元，从面上的单元称为从

单元。 

 

 

图 4  两物体接触单元划分示意图 

Fig.4  Schematic diagram of two contact objects 

 

如图 5 所示，节点 1 和节点 2 构成主面上的接

触对，节点 3 为从节点，3′为从节点在主面上相应

的投影。节点 1 和节点 2 的当前坐标分别为 1X 和

2X ，节点位移分别为 1U 和 2U ，容易通过计算求得

单位切向量为 t，单位法向量 n，可以在主面上建立

-n t 局部坐标系，节点 1 和节点 2 的形函数分别为

1N 、 2N ，3′的坐标可表达为 

 

 
图 5  点-面接触模型 

Fig.5  Point-surface contact model 

 

3 1 1 2 2X N X N X             （20） 

投影点 3′的位移为 

3 1 1 2 2U N U N U              （21） 

则从节点 3 和主面 1-2 的间隙为 

0 3 3( )g g U U n             （22） 

设节点 3 受到的法向压力为 nf ，则 nf 在节点 3

引起的节点荷载为 

3

n nf f n                （23） 

节点 3 受到的切向力为 ，则 在节点 3 引起

的切向节点荷载为 

3

tf t                 （24） 

在节点 3′引起的节点荷载为 

3

n nf f n

                （25） 

在节点 3′引起的切向节点荷载为 

3

tf t

                 （26） 

其在节点 1 和 2 引起的等效节点力为 

3

3
( 1,2)  

i

n i n

i

t i t

f N f
i

f N f





 
 

 
         （27） 

由于应力和力仅差面积的关系，因此，在互补

方程中，可以用力来代替应力，法向 F-B 函数为 

FB( ,  ) 0ng f              （28） 

切向 FB 函数为 

a 
b 

P 

Sca 

Scb 

从面 

主面 

2 

n1 

n2 

1 

3 

3' 

主节点 

从节点 
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FB

FB

( ,  ) 0

( ,  ) 0 

t n

t n

u c f

u c f

  

  





    


    

      （29） 

因此，离散后的方程组为 

T ext

FB

FB

FB

d

( , ) 0

( , ) 0

( , ) 0 

n

t t

t n

t n

u u

g f

u u u

u c f

u c f



 



  

  

 









 


    


    


    

 B F

       （30） 

式中：B 为应变矩阵； ext
F 为外力向量，包括了接

触力。 

由于式（30）为非线性方程组，因此，一般可

采用 Newton 法来进行迭代求解，迭代中的雅可比

矩阵为 


K a

J
b c

               （31） 

式中：K 为实体单元的刚度矩阵；列向量 1 2[  ]a aa

中 1a 与 1、2、3 点自由度对应的值分别为 1N n 、

2N n 和 n， 2a 与 1、2、3 点自由度对应的值分别 

为 1N t 、 2N t 和 t ；行向量 T

1 2 3 4[    ]b b b bb ， 1b 中 

与 1、2、3 点自由度对应的值分别为
1

g

g U

 

 
、

2

g

g U

 

 
和

3

g

g U

 

 
， 2b 中与 1、2、3 点自由度对应

的值分别为
1

u

U




、

2

u

U




和

3

u

U




， 3b 中与 1、2、3

点自由度对应的值分别为
1

u

u U

 



 

 
、

2

u

Uu

 



 



和
3

u

Uu

 



 


， 4b 中与 1、2、3 点自由度对应的值

分别为
1

u

Uu

 



 


、

2

u

Uu

 



 


和

3

u

Uu

 



 


；行

向量 c [  ]
nf

 



 


 
。 

2.4  接触问题面-面接触模型 

在有限元中常用到的接触模型为面-面接触单

元模型，如图 6 所示，仅允许主单元上的节点穿透

从单元（从单元上的高斯节点不允许穿透主单元）。

在计算时，需要找出主单元与从单元及相应的高斯

节点所形成的接触对，即找到主-从单元的接触点，

首先针对从单元上高斯点 1gp ，找出其距离最近的

投影点 1pgp ，投影点即为接触点或潜在接触点，以

主单元边 34 外法线为 1n ，建立局部坐标系。 

 

图 6  主-从面-面接触模型 

Fig.6  Master-slave surface-surface contact model 

 

以二节点高斯积分为例，设高斯点 1 为 1gp ，

相应的从节点编号为 1、2，投影到主单元边编号为

3、4，在计算过程中考虑接触体的大变形。 

设节点 1 和节点 2 初始坐标为 1X 和 2X ，高斯

点 1 对应的形函数为 1N 和 2N ，节点位移分别为 1U

和 2U ，在计算过程中 1 1 1X X U  。高斯点 1 坐标

为 

1

2

1
gp i i

i

X N X


            （32） 

设相应的高斯点应力为
1nf 、

2nf ，单元长度为

12l 。通过高斯积分可求得等效高斯点处接触力为 

1

1

12
1

2

gp

n

l
f f n             （33） 

由作用力与反作用力求得对应的投影点 1pgp

力为 

1

1

12
1

2

pgp

n

l
f f n             （34） 

从节点受到的高斯点的等效接触力为 

1

12
1( 1,  2)

2

i

n i

l
f f N n i         （35） 

主节点 3、4 受到的高斯点 1 的接触力为 

1

3
3

4
4

gpg
Nf

f
Nf

 
 

 
          （36） 

设相应的间隙为 1g ，即为高斯点 1 到 34 边的

距离。 

1FB 1( , ) 0ng f             （37） 

若两物体发生接触，则切向力用 f 表达。 

可求得等效高斯点处接触力为 

12
1

2

l
f n               （38） 

由作用力与反作用力求得对应的投影点 1pgp

力为 

从面 

主面 

4 

n1 

3 

1 

t1 

2 

主节点 

从节点 

高斯点 

n2 
t2 



  3868                                      岩    土    力    学                                   2018 年 

 

1 12
1

2

pgp l
f n              （39） 

从节点受到的高斯点的等效摩擦力为 

12
1 ( 1,2)

2

i

i

l
f n N i             （40） 

主节点 3、4 受到的高斯点 1 的接触力为 

1

3
3

4
4

gpg
Nf

f
Nf






 
 

 
           （41） 

经过有限元离散后，系统方程组可表达为 

ext C

u

FB C
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FB C

d

,
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在 上

在 上

在 上

在 上

B F F

     （42） 

式中： gap为接触间隙； ext
F 为给定的体积力、面

力、集中力等形成的节点力向量； C
F 为接触力向

量。通常用 Newton 法来求解该非线性方程组。 

3  算  例 

基于前述理论研究与程序编制工作，对巴西圆

盘、浅埋基础、土压力等岩土工程算例进行计算。

旨在对算例在特定条件下求得解析解，可对比计算

结果与解析解的相对误差，对计算结果的合理性进

行评价。 

3.1  Hertz 理论：弹性圆柱压在弹性平板上 

根据 Hertz 接触理论[27]，经过积分变换，可以

完成解析积分并求出点接触问题的解析解。用同样

相似的方法，可完成对线接触问题的求解。 

 

表 1  各参数取值 

Table 1  Values of each parameter 

E/ MPa  L/ mm R/ mm 

4 000 0.35 190 50 

 

几何构型如图 7 所示，取单位厚度，不计自重。

设为平面应变问题，荷载 P 为 41.76 N/mm，半接触

宽度 b 和接触面最大压力 q0 的 Hertz 解析解为 

2
2

2

0 2

4 1
2  

π

1

π 1
2

b R P
E

P
q

R

E





 
  

  


 
 



           （43） 

式中： E 为弹性模量； v 为泊松比。 

考虑到最初接触状态为线性接触，且随着荷载

的增大，接触线状态扩大为矩形接触面状态，同时

由于对称性，取 1/4 的结构进行分析。对计算区域

采用 1 412 个节点进行离散，如图 8 所示，并与以

相同节点布置的 ABAQUS 解（采用 CPE4 型单元）、

解析解进行比较。结果见表 2，显然，在相同节点

布置条件下，本文的解相对 ABAQUS 的解接近理

论解。 

 

 

图 7  圆柱与平面接触 

Fig.7  Cylinders on a flat plate 

 

 

图 8  有限元网格整体示意图 

Fig.8  Overall diagram of finite element meshes 

 

表 2 半接触宽度和接触面最大压力 

Table 2  Half-contact widths and the maximum pressures  

on contact surface 

计算方法 b/ mm q0 /MPa 

Hertz 1.080 00 24.621 9 

本文 1.099 57 23.843 7 

ABAQUS 1.117 80 23.428 7 

 

用本文方法，迭代次数 16 次残差为 6.13×109，

从图 9 可以得出，本文的计算结果与 ABAQUS 有

限元的应力计算结果吻合性较好。 

对比图 10、11 可看出，用基于罚函数算法的

ABAQUS 计算在接触处主单元与从单元有一定的

R 

P 

L 

L 

y 

x 
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嵌入量，以受力前坐标重合的从节点 2(0, 0)和主节

点 1 315(0, 0)为例，受力后由 ABAQUS 参考解可 

知，从节点 2 的位移量为 0.029 316 3 mm，主节点

1 315 的位移量为 0.028 994 3 mm，相对位移量为

0.000 322 mm，而用基于互补理论的接触算法计算

结果变形后 2 的坐标为(0, 0.029 1)、1 315 的坐标为

(0, 0.029 1)，相对位移量为 0 mm，与实际情况吻合

较好。 

 

 
(a) ABAQUS 参考解 

   

(b) 本文解 

图 9  uy方向位移云图 

Fig.9  Nephograms of vertical direction displacement 
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(a) 受力前接触面 
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(b) 受力后接触面 

图 10  本文方法 

Fig.10  Method proposed in this article  

 

(a) 受力前节点 2 (1 315) 

 

(b) 受力后节点 2、1 315 

图 11  ABAQUS 参考解 

Fig.11  ABAQUS reference solution 

 

综上所述，基于互补方法能很好地求解弹性圆

柱压在弹性平面上接触问题。且在侵入面处理上本

文方法精度较高，与实际情况的吻合度高。 

3.2  巴西圆盘 

巴西圆盘试验通过径向加载，使试样承受线荷

载，试样作用线方向通过圆盘的轴线，试件受力后

可能沿着受力方向的直径裂开，根据弹性力学公式，

试样的抗拉强度公式为 

2

π

P

dl
                （44） 

式中：为式样的抗拉强度；P 为劈裂时的最大荷

载；d 为圆柱试样的直径；l 为圆柱试样的长度。 

根据弹性力学，圆盘径向受力时任一点的各应

力分量为[28] 

2 2

1 1 2 2

1 2

3 3
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P P
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P P
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                                       （45） 

式中： x 为拉应力，以拉应力为负。 

基于算例 1 对巴西圆盘试验结果进行简单的数

值分析，则抗拉强度的解析解为 

2
0.265 987 26 MPa

π

P

dl
      

从图 12、13 可看出，在远离试件与垫板接触区，
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本文方法、ABAQUS 方法均与解析解吻合度较好，

规律一致，即沿着垂直向直径几乎产生均匀的水平

向的拉应力。在靠近接触区（加载区）出现应力集

中，由拉应力逐渐转变为压应力，且过大的应力集

中易造成加载区的局部破坏，这是加载方式造成巴

西圆盘试验测定的抗拉强度与直接拉伸试验求得的

强度有差别的原因。 

 

 

(a) ABAQUS 参考解 

 
(b) 本文解 

图 12  应力x的分布云图 

Fig.12  Nephograms of horizontal stress distribution 

 

 

图 13  应力x沿轴线分布示意图 

Fig.13  Distribution of horizontal stress along the axis  

 

3.3  浅埋刚性条形基础基底压力分布 

浅埋基础是最常用的基础形式之一，由于基础

的刚度与土的刚度相比通常很大，可假设为绝对刚

性，在均布荷载作用下，基础只能保持平面下沉而

不能弯曲。如图 14 所示，条形基础受到均布荷载为

15 kN/m2，基础的宽度 2a=3 m、弹性模量为 20 GPa、

泊松比为 0.25，地基的弹性模量为 20 MPa、泊松比

为 0.25。设地基和基础的接触面光滑无摩擦，地基

是均质、弹性、各向同性的半无限体，基础与地基

的接触问题属于刚体-变形体接触问题。基底压力分

布如图 15 所示，基底压力的解析解为 

2 2

2
( )

π

qa
y

a x
  


           （46） 

 

 
图 14  刚性条形基础示意图 

Fig.14  Diagram of rigid strip foundation  

 

 
图 15  基底压力分布示意图 

Fig.15  Distribution diagram of base pressure  

 

由于对称性，取其模型的 1/2 进行计算，对计

算区域采用 142 个节点进行离散，如图 16 所示，并

与以相同节点布置的 ABAQUS 解（采用 CPE4 型单

元）进行比较。 

 

 

图 16  有限元离散模型 

Fig.16  The finite element discrete model 

 

对比图 14、17 可看出，本文方法求解在基础两

端( 1.5 mx   )基底压力存在应力集中，这与地基两

侧土体对其的挤压变形有关，与实际规律的吻合度

较好，而 ABAQUS 应力 y 的分布云图中应力集中
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情况不明显。对比结果可看出本文方法计算结果更

加真实。 

 
 

 
(a) ABAQUS 参考解 

 
(b) 本文解 

图 17  应力y的分布云图 

Fig.17  Nephograms of vertical stress distribution 

 

从图 18、19 可以得出，本文方法的位移分布云

图的计算结果与 ABAQUS 有限元的计算结果基本

一致。 

 

 
(a) ABAQUS 参考解 

 
(b) 本文解 

图 18  位移 ux的分布云图 

Fig.18  Nephograms of horizontal displacement 

distribution 

 

(a) ABAQUS 参考解 

 
(b) 本文解 

图 19  位移 uy的分布云图 

Fig.19  Nephograms of vertical displacement distribution 

 

综上所述，使用基于互补方法求解接触问题对

浅埋刚性条形基础位移和应力的分析精度高。 

3.4  衬砌-隧洞周围存在初始间隙的隧道 

本文用厚壁圆筒的计算简化模拟盾构施工法中

预制衬砌与岩（土）体间的受力变形问题。算例来

自文献[19]两个相套的薄壁圆筒内壁受均布荷载，

见图 20，由于对称性仅取 1/4 模型进行分析，内筒

外壁与外筒内壁间的间隙为 0.15 cm，弹性模量为

210 GPa，泊松比为 0.3，所受径向压力为 180 MPa。

计算时采用 CPE4 型单元，120 个节点，90 个单元，

有限元离散模型如图 21 所示。 

本文方法和 ABAQUS 有限元的计算结果的位

移分布云图，如图 22 所示。使用本文方法的计算结

果基本与参考解相符，如两种方法 u 的最大值为

0.289 7 cm（本文方法）和 0.290 828 cm（ABAQUS

参考解），且分布规律一致。 

 

 
图 20  算例图（单位：cm） 

Fig.20  Numerical example diagram (unit: cm) 
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图 21  有限元离散模型 

Fig.21  The finite element discrete model 

 

 
(a) ABAQUS 参考解 

 
(b) 本文解 

图 22  变形后位移 u 的分布云图 

Fig.22  Displacement distribution after deformation 

 

圆筒应力分布见图 23，由图可知，使用本文方

法求得的应力分布云图基本与 ABAQUS 有限元分

析的参考解分布一致。 

下面选取节点 10、节点 80 的位移云图进行分

析。 

从图 24 可看出，变形前节点 10 与节点 80 水平

相对坐标差为 0.114 9 cmx  ， 0.096 5 cmy  。

两者间隙为 0.15 cm。 

ABAQUS变形后节点 10与节点 80的相对坐标

差为 0.115 7 cmxu   ， 0.097 1 cmyu  ，总位移

量为 0.151 cm，可看出节点 10 嵌入到主单元中，这

与实际工程现象有一定出入。 

本文方法变形后两者水平位移差为 xu    

0.114 9 cm， 0.096 4 cmyu  ，总位移量为 0.15 cm，

与变形前节点 10 与节点 80 间隙相等，说明使用本

文方法节点 10 与节点 80 重合。满足从面不侵入主

面的规律，与实际工程实践吻合度较高。 

 

 

(a) ABAQUS 参考解 

 
(b) 本文解 

图 23  变形后应力x的分布云图 

Fig.23  Nephograms of horizontal stress distribution 

after deformation 

 

 
(a) 变形前 

 

(b) ABAQUS 变形 

 
(c) 本文解 

图 24  间隙图（节点 10 位置变化图）（单位：cm） 

Fig24  Gap diagrams (unit: cm) 
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以上计算结果的分析表明，互补方法可用来求

解衬砌-隧洞周围存在初始间隙的隧道应力及位移

问题，且互补方法结果与实际工程的吻合度较

ABAQUS 方法高。 

4  结  论 

本文主要利用 NCP 函数可以将互补问题的求

解方便地转化为与之等价的方程组求解，在有限元

基本方程的基础上建立光滑接触问题等价的互补函

数模型，在高斯点上对面-面接触模型进行计算，方

法易于理解，实现方便。通过一系列算例验证该方

法对求解弹性力学平面问题的可行性并与

ABAQUS 商业软件对比表明该方法的求解精度。主

要结论如下： 

（1）根据二维接触问题的实际物理意义，分别

在法向与切向建立了等价的互补模型，用 NCP 函数

中的 FB 函数进行求解。 

（2）基于互补理论对接触问题的点-面、面-面

接触模型给出了等价的有限元离散方程及相应的雅

可比矩阵求法，编制了相应的有限元程序。 

（3）利用上述方法，对典型的接触问题进行数

值模拟分析通过与解析解或 ABAQUS 比较，证明

本文方法的精度及计算结果的工程合理性。 

通过理论推导与算例对比分析，虽然对接触问

题互补算法有了一定的认识，但仍有许多需要改进

和深入研究的地方。例如：本文方法在计算初期刚

度矩阵的内存分配必须确定，对于复杂的工程问题，

占用过大的内存，易造成计算机内存的不足；工程

应用方面，工程实例的复杂性考虑不足；同时研究

内容暂限于二维接触问题，对于三维接触问题，对

滑动面方向的确定问题及三维摩擦问题中方向角周

期性等不稳定问题，对接触面滑移过程中的接触面

磨损、破碎以及错位等问题的认识尚不够深入。所

有这些理论或应用中的问题，需要在今后的研究中

解决。 
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