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变荷载下基于指数形式渗流的一维固结分析 
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摘  要：建立了考虑指数形式渗流以及变荷载条件下的一维固结微分方程，采用相对稳定的 Crank-Nicolson 差分格式获得控

制方程的差分解答并验证了计算程序的可靠性。结果表明，当指数大于 1 时，较小时间因子下固结速率比达西渗流快，较大

时间因子下固结速率比达西渗流慢；而当指数小于 1 时，较小时间因子下固结速率比达西渗流慢，较大的时间因子下固结速

率比达西渗流快。在土层厚度相同的情况下，指数大于 1 时作用于土层的荷载越小，固结速率越慢；基于指数形式渗流，传

统一维固结理论中室内土样固结与实际地基土层固结之间的相似关系不再成立；加荷速率越快，则土层的固结速率越快。 
关  键  词：一维固结；有限差分法；指数形式渗流；变荷载； 
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One-dimensional consolidation analysis considering exponential  
flow law and time-depending loading 
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Abstract: The differential equation governing one-dimensional consolidation was modified to consider exponential flow law and 
time-depending load. Finite difference solution was acquired by Crank-Nicolson difference scheme which was relatively stability. 
The reliability of difference programming was verified by comparing the results with analytic solutions. The results show that, if the 
exponent is greater than 1, the rate of consolidation is faster than the case of Darcy’s flow at short time factor, slower than the case of 
Darcy’s flow at long time factor. On the contrary, if the exponent is less than 1, the rate of consolidation is slower than the case of 
Darcy’s flow at short time factor, faster than the case of Darcy’s flow at long time factor. If the exponent is greater than 1, the less the 
load, the slower the consolidation rate for the same soil layer. At the case of exponential flow law, the classical similitude between 
consolidation of laboratory samples and that of field layers is not satisfied. The faster the loading rate, the faster the consolidation rate. 
Key words: one-dimensional consolidation; finite difference method; exponential flow law; time-depending load 
 

1  引  言 

自从 Terzaghi 创建一维固结理论以来，以方便、

简洁、易于掌握等优点在工程实践中得到了广泛的

应用，目前地基的固结变形仍然广泛采用该理论进

行计算。但 Terzaghi 理论存在很多假设，这些假设

有时并不能反映土体的真实性状。例如，它认为渗

流速度总是与水力坡降呈线性关系，这与室内渗透

试验及现场观测是不相符合的[1－7]。室内试验与现

场观测均表明，软黏土中的渗流偏离达西定律的现

象是存在的，这种现象被Hansbo[2]称为非达西渗流，

因此研究基于非达西渗流的一维固结理论具有一定

的理论和现实意义。 
基于非达西渗流一维固结微分方程一般是 2 阶

非线性偏微分方程，很难求得满足全部求解条件的

解析解，所以大多数情况下只能应用数值计算方法

进行求解[8－15]。刘忠玉[8]、鄂健[9]引入 Hansbo 渗流

模式并应用不同分析方法对一维固结进行求解，并

对不同参数下的一维固结性状进行了分析，得到了

不同于传统固结理论的结论；谢海澜[10]基于 Hansbo
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渗流采用解析与数值相结合的半解析方法，对一维

固结问题进行求解，并分析了固结性状。此外，如

果忽略 Hansbo 渗流的指数部分，就退化为考虑存

在起始坡降的渗流模式，Pascal[11]、刘忠玉[12]基于此

渗流模式对一维固结进行了分析计算。 
Slepicka[5]提出了指数形式渗流定律，即 v=kim，

当水力坡降 i 较大时，m<1；当水力坡降 i 很小时，

m>1；当 i 介于两者之间时，m=1，此时也就是达西

定律。Schmidt[13]基于该指数形式渗流定律给出了

渗流对土层底部没有影响时的短时间解析解和长

时间近似解，可以知道这样的长时间近似解并不能

完全满足偏微分方程，而且短时间解析解和长时间

下的近似解都不能考虑实际工程中广泛存在的变荷

载作用。本文基于该指数形式渗流在变荷载作用下

给出了软黏土一维固结有限差分解，并对单级加载

情况下的一维固结性状进行了分析。 

2  控制方程的建立 

2.1  基本假定 
除了土中渗流服从指数渗流定律以及外荷载是

逐渐施加之外，其余基本假定均与 Terzaghi 一维固

结理论相同。 
2.2  控制方程的建立及求解条件 

厚度为 H 的饱和均质软黏土层，受到逐渐施加

的均布荷载 q(t)的作用，顶面是透水的，底面是透

水或者不透水，如图 1、2 所示。 
在地基中任意取一单元体，单元土体中的渗流

定律用指数形式可以表示为 

w

1
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uv k
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           （1） 

式中：k 为渗透系数；m 为指数形式渗流的指数；

可以通过试验确定；u 为孔隙水压力； w 为水的重

度；mv为土的压缩系数。 
根据流出与流入单元体的流量差应该等于单元

土体体积变化这一连续条件，可以可得 
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把式（1）代入到式（2）中，可以得到一维固

结控制微分方程： 
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其求解条件 

边界条件： 

u(0, t) = 0, t >0； 0
z H

u
z 





（底面不透水） （4） 

u(H, t)=0, t >0（底面透水） 

初始条件：u(z,0) = q0            （5） 
 

 
图 1  地基荷载边界情况及单元体示意图 

Fig.1  Loading and boundary conditions of soil layer and 
sketch of unit body 

 

 
图 2  荷载与时间关系曲线 

Fig.2  Curves of load vs. time  
 

3  方程的差分求解及固结度的计算 

3.1  控制方程无量纲化 
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式中： hq 为表征所施加的变荷载的最大值的等效水

头与土层厚度的比值，荷载越小、土层厚度越厚，

则 hq 值越小。无量纲化后控制方程求解条件变为 
边界条件： 
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初始条件：  0
0( ,0) uU Z Q q q          （8） 

3.2  差分方程的建立及求解 
鉴于 Crank-Nicolson 差分格式的稳定性，所以

建立基于 Crank-Nicolson 差分格式的差分方程。首

先对土层进行空间、时间离散，i、j 分别为空间和

时间节点，i=0，1，2，3，…，n；j =0，1，2，3，…。

空间节点 0 代表土层的表面，时间节点 0 代表初始

时刻，空间步长为 h，时间步长 τ。荷载在初始时刻

记为 Q0，则 Q0 = q0 /qu；在 tj时刻记为 Q j，则 Q j= 
q(tj)/qu，如图 2 所示。本文以单级等速加荷为例对

荷载进行离散。 
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令 2h  ，应用 Crank-Nicolson 的差分格式，

将方程式（4）离散为如下的差分方程： 
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其中： 
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式中： j
iU 为第 i 个节点在 jt 时刻孔隙水压力的无量

纲值。 
相应的求解条件用离散点可以表示为 
初始条件： 

0 0iU  ，（ 1,2,3, ,i n  ）      （12） 

边界条件： 
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底面不透水

底面透水    （13） 

计算时会遇到渗流速度为 0（在单面排水情况

下底面和双面排水情况下中间平面处渗流速度为

0）的情况，此时解差分方程会出现数学的困难。众

所周知，不论达西渗流还是指数形式的渗流，流速

和水力坡降之间的关系曲线都是通过原点的。为了

回避这个数学上的难题，在流速为 0 时，渗流按遵

从达西定律进行计算，从而能够解决这一问题。对

于单面排水情况下差分方程和边界条件应用矩阵形

式可以表示为 

      1j j jA U B  ，（ 1,2,3,j  ）    （14） 

矩阵中： 
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式中： 1,2, , 1i n  。 
同样，对于双面排水差分方程和边界条件应用

矩阵形式可以表示为 

      1j j jA U B  ，（ 1,2,3,j  ）    （16） 

矩阵中： 
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式中： 1,2, , 1i n  。 

方程组（14）、（16）是关于未知数 j
iU 的非线

性方程，因此必须采用迭代法进行求解，迭代初始

值采用前一时刻的孔压，即 1j
iU  。应用 1j

iU  计算矩

阵 A，已知矩阵 A 后可采用追赶法进行求解方程，

从而得到 j
iU ，然后利用求得的 j

iU 再次计算矩阵 A，
并进行下一次迭代，直到满足计算精度为止。通常

情况下，计算过程中时间步长取 =0.000 01，空间步

长取 h =0.01，一般迭代 2 次就可满足要求。 
孔压得到解答之后，就可以得到固结度的表达

式。按孔压（或者说是按应力）定义的固结度：  
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按变形定义的固结度： 
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从表达式可以看出，基于指数形式渗流的均质

土一维固结按变形定义的固结度和按孔压定义的固

结度二者是相等的，即孔压消散的速率和沉降变形

的速率是同步的。 

4  计算程序的验证 

4.1  与基于 Darcy 渗流下的解析解的对比验证 
指数形式渗流当 m=1 时就退化为达西渗流，此

情况下一维固结问题能够获得解析解答，将 m =1，
Tvc =0.1 情况下差分程序计算结果与解析解对比，对

比结果见表 1。 

 
表 1  差分计算固结度与 Darcy 渗流下的解析解对比 

Table 1  Comparison of degree of consolidation between the 
results by FDM and analytic solution based on Darcy’s flow 

时间因子 Tv Darcy 渗流解析解/% 差分计算结果/% 

0.045 7.230 7.235 

0.085 18.742 18.748 

0.161 37.261 37.263 

0.221 46.490 46.492 

0.304 56.528 56.529 

0.418 67.181 67.182 

0.574 77.674 77.674 

0.788 86.846 86.846 

1.083 93.641 93.641 

 
由表 1 可以看出，计算结果的误差不超过

0.01%，这也说明了计算程序的框架是可靠的。值

得注意的是，在 1m  的情况下非线性渗流转化为线

性渗流，因此，表 1 并不足以说明在非线性条件下

计算程序的可靠性。 
4.2  与短时间解析解的对比验证 

根据 Schmidt[13]给出的基于非线性渗流的短时

间解析解求解方法，本文给出了在 Tvc = 0，m 分别

等于 0.5 和 1.5 情况下式（3）的短时间固结度解析

解。当 m =0.5，在满足时间因子 Tv < 0.146(qh)0.5条

件下（即地基底面的超孔隙水压力没有发生变化），

可以求得固结度的解析表达式为 

1/ 3 2/3
s h v1.221( )U q T           （20） 

将 Tvc = 0，m = 0.5，qh =1 时的短时间解析解与

差分计算结果相对比，对比结果见表 2，Tvc =0，m = 
0.5，qh =1。 

当 m =1.5，在满足时间因子 Tv <0.048 69(qh)-0.5

条件下，可得到固结度的解析表达式为 
0.2 0.4

s h v1.046 86( )U q T          （21） 

将 Tvc = 0，m =1.5，qh =1 时的短时间解析解与

差分计算结果相对比，对比结果见表 3，Tvc =0，m = 
1.5，qh =1.5。从表 2、3 可以看出，基于指数形式

的一维固结差分程序计算结果与解析解相比最大误

差不足 0.1%，这也说明所编制的差分计算程序的计

算结果是可靠的。 
 

表 2 差分计算固结度与短时间解析解对比 
Table 2  Comparison of degree of consolidation between 

the results by FDM and short term analytic solution  

时间因子 Tv Schmidt 解析解/% 差分计算结果/% 

0.004 2.870 2.899 

0.009 5.364 5.369 

0.017 8.204 8.215 

0.033 12.544 12.527 

0.045 15.502 15.488 

0.062 19.158 19.065 

0.085 23.674 23.649 

0.117 29.258 29.231 

0.146 33.890 33.803 

 
表 3  差分计算固结度与短时间解析解对比 

Table 3  Comparison of degree of consolidation between 
the results by FDM and short term analytic solution 

时间因子 Tv Schmidt 解析解/% 差分计算结果/% 

0.004 11.957 11.912 

0.005 13.527 13.524 

0.007 15.330 15.355 

0.009 17.403 17.434 

0.013 19.798 19.783 

0.017 22.456 22.464 

0.024 25.538 25.511 

0.033 28.972 28.967 

0.040 31.265 31.260 
 
5  固结性状分析 

5.1  参数 m 对固结性状影响分析 
从图 3 可以看出，m 值偏离 1 越多，固结曲线

偏离达西渗流越多。在时间因子较小的情况下，当

m 值小于 1 时，考虑指数形式渗流要比达西渗流固
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结速率慢；当 m >1 时，要比达西渗流固结速率快。

在时间因子较大的情况下，当 m<1 时，考虑指数形

式渗流要比达西渗流解固结速率快；当 m 值大于 1
时，要比达西渗流固结速率慢。但随着加荷速率的

减慢，如图 4 所示，Tvc = 0.10 时，随着 m 值的变化，

固结曲线在小时间因子下偏离达西渗流下的固结曲

线并不明显。出现上述的这些现象，主要是由于在

较小的时间因子下土层中的水力坡降比较大且大于

1，当 m <1 时，土中水的消散速率要比达西渗流慢；

当 m >1 时，土中水的消散速率要比达西渗流快。

相反，在较大的时间因子下，随着孔压的消散，土

层中的水力坡降逐渐变小且小于 1；在 m <1 的情况

下土中水消散速率要比达西渗流快，在 m >1 的情

况下，土中水消散速率要比达西渗流慢。加荷速率

的减慢实际上降低了水力坡降增加的速率，因此在

小时间因子下不会明显偏离达西渗流下的固结曲

线。 
 

 

图 3 不同 m 值 Tvc = 0.01 时固结度与时间因子关系曲线 
Fig 3  The curves of degree of consolidation vs.Tv under 

different values of m and Tvc = 0.01 

 

 
图 4 不同 m 值 Tvc = 0.10 时固结度与时间因子关系曲线 
Fig.4  The curves of degree of consolidation vs. Tv under 

different values of m and Tvc = 0.1 

5.2  参数 qh对固结性状影响分析 
从式（4）可以看出，参数 qh 对固结性状也有

一定的影响，如图 5、6 所示。从图 5 可以看出，在

m =1.50 的情况下，qh值越大，则固结的速率越快；

qh值越小，则固结的速率越慢。也就是说，如果在

地基土层厚度一定的情况下，施加于地基的荷载越

大，则地基土层的固结速率越快；如果在施加于地

基上荷载一定的情况下，地基土层厚度越厚，在相

同的时间因子下，则地基的固结速率越慢。当 m = 
0.50 时，如图 6 所示，qh值越大，则土层的固结速

率越慢；qh值越小，则固结速率越快。也就是说，

如果在地基土层厚度一定的情况下，施加于地基的

荷载越大，则地基土层的固结速率越慢；如果在施

加于地基上荷载一定的情况下，地基土层厚度越

厚，在相同的时间因子下，则地基的固结速率越快。 

 

 
图 5  不同 qh值 m = 1.5 时固结度与时间因子关系曲线 

Fig.5  The curves of degree of consolidation vs. Tv under 
different values of qh and m = 1.5 

 

 
图 6  不同 qh值 m = 0.5 时固结度与时间因子关系曲线 

Fig.6  The curves of degree of consolidation vs. Tv under 
different values of qh and m = 0.5 

 
这样的固结性状与传统基于达西渗流定律的固

结性状完全不同。在传统的固结理论中，作用于地

基上荷载的大小对固结速率是没有影响的。同时，
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在传统固结理论中，只要时间因子相同，地基土层

的固结度就是相等的。但基于指数形式渗流定律的

一维固结，传统固结理论中的室内土样固结与现场

土层固结之间的相似关系不再成立。同时，上述的

固结性状也在某种程度解释了在小荷重下 Terzaghi
理论值与实测值存在较大偏差的原因。 
5.3  加荷速率对固结性状影响分析 

在基于达西渗流固结理论中，加荷速率对固结

快慢有很大影响，施工速度越快，则地基的固结速

率越快。在考虑指数渗流的情况下，加荷速率同样

对固结速率有很大影响（图 7、8）。图 7 中 m =   
1.50，qh =1 时不同 Tvc下的固结曲线表明，加荷速

度越快，则在相同的时间因子下固结度越大，这一

固结性状是与 Terzaghi 固结理论完全相同的。图 8
中 m =0.50、qh =1 时不同 Tvc下的固结曲线同样也表

明，加荷速率越快，在相同的时间因子下固结度越

大，这一固结性状与 m =1.50 时不同 Tvc下的固结性

状是相同的。 
 

 
图 7  不同 Tvc值 m =1.50 时固结度与时间因子关系曲线 
Fig.7  The curves of degree of consolidation vs. Tv under 

different values of Tvc and m =1.50 

 

 
图 8  不同 Tvc值 m =0.50 时固结度与时间因子关系曲线 
Fig.8  The curves of degree of consolidation vs. Tv under 

different values of Tvc and m =0.50 

6  结  论 

（1）在地基土层厚度一定的情况下，变荷载作

用下考虑指数形式渗流的一维固结性状的影响因素

包括渗流的指数大小、作用于地基上的上部荷载大

小以及变荷载的加荷速率。 
（2）在时间因子较小的情况下，m <1 时固结速

率要比达西渗流慢，而 m >1 时固结速率要比达西

渗流快。相反，在时间因子较大的情况下，m <1 时

固结速率要比达西渗流快，而 m >1 时固结速率要

比达西渗流慢，且 m 值偏离 1 越多，固结曲线偏离

达西渗流越多。 
（3）在地基土层厚度一定的情况下，作用于地

基上的荷载对固结性状有很大的影响，荷载越大，

则固结速率越快。 
（4）加荷速率对固结性状也有很大影响，施工

速率越快，地基的固结速率也越快。 
（5）土层厚度对地基固结有重要的影响，在相

同的时间因子下不同厚度的土层在相同的荷载作用

下其固结速率不再相等。传统固结理论中室内土样

固结与地基土层固结之间的相似关系不再成立。 
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